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Altalanos informaciok

e A szigorlati vizsgara valo jelentkezés el6feltétele az ,,Analizis 2. informatiku-
soknak” (BMETE90AX22) targy legalabb elégséges szinten valo teljesitése.

e A szigorlati jegy egy 90 perces irasbeli vizsgan, valamint esetleges szébeli
részen alapul. Az irasbeli vizsga az ,Analizis 1. informatikusoknak” (BME-
TE90AX21) és az ,Analizis 2. informatikusoknak” (BMETE90AX22) targy
tananyagat kéri szadmon. A szamonkérés kozel kétharmada a zéarthelyikhez
hasonl6 feladatmegoldas, egyharmada pedig elméleti rész, amely tételek, de-
finiciok kimondését és egyszertibb tételek bizonyitasat jelenti.

e Ay irasbeli vizsgan csak a jegyzetben talalhatd derivalttablazat vagy azzal
azonos informéciotartalmu tablazat hasznalhato, mas segédeszkoz (pl. szé-
mologép) nem.

o Az irasbeli vizsgan x-gal jelolt feladat(ok)ban kérjiik szdmon az ,, Analizis 2.
informatikusoknak” targy végén levé anyagrészt, amely az adott féléves zart-
helyiken nem keriilt szamonkérésre. (Esetenként a tobbes integralas vége és
altalaban a Fourier-sor, Fourier-transzformacié.) Ebben a részben kiilon
30%-ot el kell érni az elégséges jegyhez.

e Ha a hallgat6 a dolgozattal nem ér el legalabb 35%-0s eredményt, vagy a *-0s
feladat(ok)bol a legalabb 30%-os eredményt, akkor szigorlatanak eredménye
elégtelen, és ez az eredmény szoébelivel sem javithatdo mar az adott szigorlat
keretében. Egyébként a legalabb 35%-ot elért hallgatok az frasbelire meg-
ajanlott jegyet kapnak. Ez 40% alatt elégtelen, 40%-tol elégséges, 55%-t6l
kozepes, 65%-t61 jo és 80%-tol jeles.

o A szobeli rész az irésbeli dolgozat alapjan megajanlott jegy modositasara
szolgal. Ha az oktaté nem engedélyezi (pl. 35%-os irasbeli eredmény alatt),
vagy a hallgato lemond a szobeli részrél, akkor az elmarad, és a szigorlati jegy
az irasbelire megajanlott jegy lesz. Egyébként a szobeli vizsgan az oktato
tetszblegesen modosithatja az irasbeli vizsgan megajanlott jegyet, azonban a
jegy kialakitasdnal mind az frasbelin mind a szébelin nyujtott teljesitményt
figyelembe kell vennie.
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o Alapértelmezésként minden, a tananyagban el6fordulé definiciot és allitast
ismerni kell a szigorlaton. Ezen kiviil bizonyos tételek bizonyitasat is tudni
kell ismertetni. Ezt pontositja az alabbi tételsor. A bizonyitassal egyiitt
szamonkért tételeket, allitAsokat vastag szedéssel jeloljiik.

Tételek

Analizis 1. témakorébdl
1. Komplex szamok, polinomok

Komplex szdmok algebrai, trigonometrikus, exponenciélis alakja. Euler-egyenlet.
Miiveletek komplex szdmokkal. Komplex szdmok konjugiltja, abszolut értéke.
Komplex polinomok. Az algebra alaptétele.

2. Valos szamsorozatok

Valos szamsorozatok hatarértéke, konvergencia fogalma, hatarérték egyértel-
miisége, Cauchy-tulajdonsig, konvergens sorozat Cauchy és forditva. Vég-
telenhez tartod sorozatok, specialis rendér-elv. Nagységrendek osszehasonlitasa.
Miiveletek konvergens sorozatokkal (Gsszeg, szorzat, reciprok, hanyados, illet-
ve gyokos kifejezések hatéarértéke). Végtelenhez, illetve 0-hoz tarté sorozatok
reciprokanak hatarértéke, korlatos és nulldhoz tart6 sorozatok szorzata-
nak hatarértéke. Nevezetes sorozatok hatarértéke (n*, a”, /p, /n, (1+z/n)"),
rendér-elv. Konvergens sorozat korlatos. Monoton és korlatos sorozat
konvergens. Bolzano-Weierstrass kivalasztasi tétel. Teljes indukcio és alkalma-
zasa rekurziv sorozatok konvergenciajanak meghatarozasahoz. Sorozat torlodasi
pontjai, limesz szuperior, limesz inferior.

3. Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga, elemi fiiggvények

Fiiggvények pontbeli hatarértéke, folytonossaga. Atviteli elv. Miiveletek hatéar-
értékkel (Gsszeg, szorzat, hanyados). Szakadasi helyek osztélyozasa. Nevezetes
hatarértékek (pl. lim,_o 322 = 1).

Elemi fiiggvények (polinomok, hatvany-, trigonometrikus, exponencialis, hiper-
bolikus fiiggvények és inverzeik.) folytonossaga. Osszeg-, szorzat-, reciprok-,
hanyadosfiiggvény, osszetett fliggvény, inverz fiiggvény folytonossaga. Kom-
pakt halmazon folytonos fiiggvényekre vonatkozo tételek (Bolzano-tétel, Weier-
strass 1. és II. tétele) és kovetkezményeik. Inverz fliggvény definicioja, létezése,
trigonometrikus fliggvények inverzei, hiperbolikus fiiggvények és inverzeik. Egyen-
letes folytonossag, Heine-tétele.

4. Valos fiiggvények differencidlszamitasa

Differencialhanyados fogalma, differencidlhatosag sziikséges és sziikséges és elég-
séges feltétele, kapcsolat az érintSegyenessel. Differencialasi szabélyok (Osszeg,
szorzat, reciprok, hanyados, kompozicio, inverz derivaltja). Magasabbrendii de-
rivaltak. Elemi fiiggvények (hatvanyfiiggvények, exponencialis, trigonometrikus,
hiperbolikus fliggvények és inverzeik) derivaltjai.



5. A differencialszamitas alkalmazasai

ErintGegyenes egyenlete. Lokalis szélséérték fogalma, kapcsolata a derivalttal
(sziikséges feltétel, elégséges feltétel). Rolle-tétel, Lagrange-tétel. Integral-
szamitas 1. alaptétele. L'Hospital-szabaly.

Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai (monotonitas, konvexitas,
inflexio), kapcsolat a derivaltakkal. Implicit megadasu fiiggvények derivalasa, pa-
raméteres megadasu gorbék. Filiggvényvizsgéilat lépései, abszolut szélsGértékek
meghatarozasa.

6. Hatarozatlan integral

Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral. Elemi fiiggvények hatérozatlan integ-
ralja, derivalési szabalyok kovetkezményei a hatarozatlan integralra. Integralasi
modszerek (helyettesités, parcialis integralas, racionéalis tortfliggvények integra-
lasa).

7. Hatarozott integral és alkalmazéasai

Also- és felss kozelits osszegek, finomodo felosztésok, hatarozott integral, Riemann-
integralhatosag, oszcillacios Osszeg. Newton-Leibniz tétel. Az integralszamitas
kozépértéktétele, Riemann-integralhato fiiggvény abszolat értéke. Integralfiigg-
vény, az integralszamitas masodik alaptétele. Improprius integral. Gorbék iv-
hossza, forgastestek felszine, térfogata.

Analizis 2. témakorébdl
8. Differencidalegyenletek (d.e.) bevezetése, els6rendii d.e.-ek

Differencialegyenlet fogalma, osztalyozasuk. Megoldas, altaldnos megoldas, par-
tikularis megoldas, kezdetiérték-feladat. Szétvalaszthaté valtozoji d.e.-ek meg-
oldasa. Elsérendt linearis d.e.-ek. Az elsérendd homogén linearis d.e.-ek
megoldasai egydimenzios vektorteret alkotnak. Els6rendd inhomogén li-
nearis d.e. altalanos megoldasanak alakja (két inhomogén megoldas
kiilonbsége megoldasa a megfelel6 homogén egyenletnek). Az alland6 va-
ridlasanak modszere. Uj valtozoé bevezetése (spec.: u = y/z és u = ax + by).
Vonalelem, iranymezd, izoklina. Partikularis megoldés lokalis vizsgéalata a d.e.-
hez tartozé iranymezdében, az izoklindk modszere. A d.e. megoldasait kozelits
Taylor-polinomok szamolésa.

9. Magasabbrendi linearis d.e.-ek

Linearis d.e. fogalma. (Allando/fiiggvény-egyiitthatos, homogén /inhomogén.) Az
n-edrenddi homogén linearis differenciidlegyenlet megoldasai n-dimenzios
vektorteret alkotnak. Az n-edrendid homogén linearis, konstans egyiitt-
hatos differencialegyenletnek létezik ¢’ alakti megoldasa. Karakteriszti-
kus polinom. Az &ltalanos megoldés alakja. Wronski-determinans. A homogén
egyenlet megoldasai linearis fliggetlenségének eldontése a Wronski-determinans se-
gitségével.



Az n-edrendi inhomogén linearis differencialegyenlet altalanos megoldasanak
alakja. Két inhomogén megoldas kiilonbsége megoldasa a megfelelé ho-
mogén egyenletnek. Az n-edrendii inhomogén linearis d.e. partikularis megol-
dasanak keresése specidlis jobb oldali zavaré fliggvény esetén probafiiggvénnyel.

10. Linearis rekurzid

Linearis rekurzio fogalma, alakja. A k-adrendd linearis rekurziéval generalt
sorozatok k-dimenzios vektorteret alkotnak. A ¢" mértani sorozat teljesiti a
rekurziot (karakterisztikus-egyenlet). Bazis megadésa egy adott linearis rekurziot
kielégité sorozatok terében. A sorozat elsé k eleme egyértelmiien meghatarozza
a sorozatot. A Fibonacci-sorozat és annak explicit alakja (a rekurzi6 feloldéasa).
Fibonacci-tipust sorozatok.

11. Numerikus sorok

Numerikus sor fogalma. Konvergencia, divergencia, numerikus sor Osszege. A
harmonikus sor divergens. Végtelen mértani sor 6sszege. Sorok Gssze-
ge és konstansszorosa. Cauchy-kritérium, mint a sorok konvergencidjanak sziik-
séges 6és elégséges feltétele. A konvergencia sziikséges feltétele (a; — 0).
Leibniz-kritérium valtakozo elGjeld sorokra, hibabecslés. Abszolut konvergencia
és kapcsolata a konvergenciaval. Konvergencia-kritériumok pozitiv tagi so-
rokra: majorans- és minorans kritériumok, hanyados- és gyokkritérium,
ezek hatarértékes alakja, integral-kritérium. A > 7, k% sor konvergenciajanak
feltétele.

12. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Fiiggvénysorozat fogalma, konvergencia-tartomanya. Egyenletes konvergencia fo-
galma. Az egyenletes konvergencia kévetkezménye a hatarértékre, derivalhatosagra
és integralhatosagra.

Fiiggvénysor fogalma, konvergencia-tartoméanya. Egyenletes konvergencia. Cauchy-
kritérium fiiggvénysorokra. Weierstrass-kritérium fiiggvénysorokra az egyen-
letes és abszolit konvergencia biztositasara. Az egyenletes konvergencia
kévetkezménye a hatarértékre, az integréalhatosagra és a derivalhatosagra vonatko-
zban.

13. Hatvanysorok

Hatvanysor fogalma, konvergencidja. Egy adott pontban konvergens ill. di-
vergens hatvanysor tulajdonsagai. Konvergencia-tartomany fogalma, alakja.
Konvergencia-sugar. Konvergencia-sugar meghatarozasa hanyados- és gyokkrité-
riummal. Hatvanysor abszolit és egyenletes konvergencidja. Hatvany-
sor Osszegfiiggvényének folytonossaga. Hatvanysor 6sszegfoggvényének integralja.
Hatvanysor tagonkénti derivalasédval nyert sor konvergencia-sugara. Hatvanysor
osszegfiiggvényének derivalhatosaga, a derivalt hatvanysora.

Egy fliggvényt az xy pontban n-ed rendben érintd, legfeljebb n-ed foku polinom
egyértelmiisége (Taylor-polinom). Taylor-sor fogalma. Lagrange-féle maradéktag



alakja. Elégséges feltétel arra, hogy egy fiiggvény Taylor-sora megegyez-
zen a fliggvénnyel. A hatvanysor alak egyértelmiisége. A geometriai sorbol le-
vezethetd Taylor-sorok. Az In(1 + x), arctan = fiiggvények megegyeznek a Taylor-
soraikkal a (—1,1)-en. Az e, sinz, cosx, shx és a chx fiiggvény megegyezik
a Taylor-soraval (—oo,00)-en. Binomiéalis sor, Gsszegfiiggvénye és konvergencia-
sugara. Az f(x) = arcsinz fliggvény megegyezik a Taylor-soraval a (—1, 1)-on.
Alkalmazasok: fliggvényérték kozelits értékének szamolésa, a hiba becslése, hatar-
érték meghatarozasa.

14. Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke és derivalasa

Tobbvaltozos fliggvények értelmezése, grafikon, szemléltetésiik. Téavolsag, kornye-
zet fogalma; belsd-, kiilsé-, hatarpont, torlodasi pont, zart és nyilt halmazok, kom-
pakt halmaz, korlatos halmaz. Pontsorozat és konvergenciaja.

Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga. Ezek atviteli-elves meg-
fogalmazasa. Miiveletek és a folytonossag kapcsolata, Osszetett fliggvény folyto-
nossaga. Parcidlis derivalt fogalma. A totélis derivalt, gradiensvektor. A totalis
derivalt 1étezésének sziikséges feltételei. Egy elégséges feltétel.

15. A derivalas alkalmazasai

Totalisan derivalhato fiiggvény érintésikja, teljes differencialja, irAanymenti deri-
valt és kiszamitasa. Gradiensvektor tulajdonsagai. Melyik iranyban legnagyobb
ill. legkisebb az irdnymenti derivalt és mekkora? Magasabbrendi parciélis derival-
tak. Young-tétel. Lokalis szélsGérték definicidja, sziikséges feltétele parcialisan
derivalhato fliggvény esetén. A lokalis szélsGérték elégséges feltétele kétvalto-
z6s fiiggvényekre, Hesse-matrix. Abszolut szélsGérték fogalma, meghatarozasa,
Weierstrass-tétel. Osszetett fiiggvény derivalasa.

16. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

Integralas téglalapon. Az integral értelmezése. Kiszamitasa a Fubini-tétellel.
Elégséges feltétel az integral létezésére. Fubini-tétel specidlis esete f(z,y) =
g(x)h(y) alaku fiiggvényekre. Az integral értelmezése tetszéleges korlatos halma-
zon. Normaltartoményok és az integral kiszamitasa norméaltartomanyon. Kettds-
integral transzformacioja. Sikbeli polar koordinatarendszer, és Jacobi-determi-
nansa. Héarmasintegral kiszamitasa téglatesten, normaltartoményon és helyette-
sitéssel (gombi ill. hengerkoordinatak, és Jacobi.determinansuk).

17. Fourier-sor és Fourier-transzformacio

A trigonometrikus rendszer ortogonalitasa, lineéris fiiggetlensége, teljessége. Az
egyenletesen konvergens trigonometrikus sor egyiitthatoinak egyértelmiisége. (Kap-
csolat az Osszegfiiggvény és az egytitthatok kozott.) A Fourier-egyiitthatok kisza-
mitasa. Osszeg, konstansszoros Fourier-sora. Péros és paratlan fiiggvény Fourier-
sora. Elégséges feltétel Fourier-sor egyenletes konvergenciajara. Dirichlet-tétel
(Fourier-sor pontonkénti konvergenciéja.)

Fiiggvények Fourier-transzforméaltja. A Fourier-transzformélt tulajdonsagai.
Miiveleti szabalyok (linearitas, dilatacio, eltolas, modulacié, differenci-
alas). Konvolucio, kommutativitasa. Konvolicié Fourier-transzformaltja.
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