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Eredmények

A Schrodinger-operator véges szakaszon

A Schrddinger-operator definicidja:

d?y (x)
dx?
amely a [0, ]-n értelmezett y (x) fliggvényekre hat, tovabba

q € L1]0, 7], valés.

Ly (x) = —

+q(x)-y(x),

Ha q € C = y € C?, tovabba ha q € L'°° (0, ) = y' lokélisan
abszolut folytonos (0,7)-n, azaz mm. 3 y" és

12y =y (8) -y (a).




Eredmények

A spektrum

Tekintsiik a kdvetkezé sajatértékproblemat:
Ly =My
y(0)cosa+y' (0)sina =0
y(m)cosB+y' (m)sin =0

Ez definidlja a sajatértékeket, melyekre:

M< A< <A <..., MeER, X\ >

Definicié

Ezen sajatértéksorozatot o (q, «, 3)-val jeldljiik, ezek alkotjak a
spektrumot.




Eredmények

A normalé konstansok

Legyen A rogzitett, és tekintsiik a
—u" 4+ qu = Mu, (0, 7)-n

u(0) =sina
v'(0) = —cosa

kezdetiértékfeladatot. Ekkor a A sajatértékhez
(és o peremfeltételhez) tartozé normalékonstanst az alabbi médon
definialjuk:

(A @ q) :/O (A, x) 2



Eredmények

Inverz feladat

Az inverz feladat a kdvetkezs: ha adott a sajatértékek (és esetleg a
hozzajuk tartozé normaldkonstansok) egy halmaza, akkor abbdl
meghatarozhaté-e a potencial?

Es ha ismerem a potencialt a (0, 7) egy részén, akkor elég kevesébb
informacié is?

Es ha tudom, hogy a potencial sima?



Eredmények
Unicitasi tételek

Tétel (Levinson 1949)

Legyen q € L1 (0,7), sin (a1 — a2) # 0. Ekkor o (q, a1, 3) és
o (g, az, B) egyiitt m.m. meghatarozzak g-t.

Kérdés, hogy ez a két spektrum sziikséges is?

Tétel (Borg, 1946)

Legyen g € L1 (0,7) , sina # 0,

a, sin 3 7& 0,01 = U(qaaaﬁ) \ {)‘O}r 02 = U(qvovﬁ)

b,sinf =0, 01 =0(q,,0), 02 =0 (q,0,0).

Ekkor o1 U 0p meghatérozza q-t, de semelyik valédi részhalmaz
nem rendelkezik ezzel a tulajdonsiaggal.




Eredmények
A sajatértékek tulajdonsagai

a, O0<a,f<m

2 1 (/7
An = n?+= (cot B — cot a)+/ g(x)dx+o0(1) n>0,n— 0
s ™ Jo

b, a=00<g8<w




Eredmények
Egy lehetséges altalanositas

Tétel (Hochstadt-Lieberman, 1978)

Ha q € L1(0,7) és q ismert [0, g]—n, akkor o(q, «, ) m.m.
meghatérozza g-t [0, 7]-n.

Tétel (Simon, Gesztesy 2000)

Ha q € L1(0,7), sin(a) # 0, sin(B) # 0, q ismert [0, T]-n, és
qe C2k(§ —¢&,5 +¢€), akkor 0(q, ., B) k + 1 sajatérték kivételével
meghatarozza g-t [0, w]-n.




Eredmények
Tobb spektrum

Legyen i, egy tetszbleges pozitiv elemii sorozat, ekkor

n(t) == Z|i\/;T,,|<t 1

Tétel (Horvath M., 2001)

Legyen q ismert a [0, a] szakaszon, )\9),3 Jj-edik spektrumbdl ismert
sajétértékek, n; (t) a szamlalofiiggvényiik. Tegyiik fel, hogy
sin3+#0, ésdtg >0, >0, hat >ty

n(H24(1-2)e+2(1-2)+0(e7)

N
s
=l

J

Ekkor az ismert sajatértékek meghatarozzak tan(3)-t és g-t (0,m)-n
m.m.




Eredmények
Tétel harom adattipusra

Definicio

A p1, p2,- -+ C R, sorozatra és egy S C N részhalmazra definialjuk
az alabbi fiiggvényrendszert:

C(p,S) = {cos(2\/pnx) : n € N} U {xcos(2,/pnx) : n € S}.

Tétel

Tegz/iik fel, hogy q,G € Lp(0,7), g =G m.m. (0,a)-n, sin3 # 0,
sin3 # 0, sin(a) # 0 legyen

A= {0 An € o(an, B,q) N o(cn, B,8),n € N}
nem korlatos, Ap # Am, és 7(An, B3, q) = T()\,,,ﬁ, G) egy S C N-re.

Ha C(A,S) zart L,(0, 7 — a)-ban, akkor f = 3 és G = q m.m.
(0, 7)-n.




Eredmények

Négy lehetséges adattipus

A célunk, hogy meghatarozzuk g-t, négyféle adattipus
felhasznalasaval:

O sajatértékek egy halmaza, amely akar végtelen sok kiilonbozé
spektrumbdl szarmazhat

@ normalé konstansok egy S halmaza, amely ismert
sajatértékekhez tartozik

© maga a potencial egy részintenvallumon [0, a] C [0, 7]

@ a potencial simasaga a egy kdrnyezetében

Definicio

A sajatértéksorozat és az ismert normalékonstansok kdzds
szamlalotfiggvénye:

n(t)= > 1+ > 1

|V An| <t | £V An|<t,7(An,3,9)ES




Eredmények

Az exponencialis rendszer és a szamlaléfiiggvény




Eredmények
Négy lehetséges adattipus

Tegyiik fel, hogy q = G (0, a)-n, és valamely § > 0-ra

qg—§e WhkP([a,a+0)), 1< p<oo,és(q—§)(a)=0,
i=0,1,...k—1, éssinf 0, sinf3 £0.

Tegyiik fel, hogy A\, € o(an, B,q) N J(a,,,BN, G), \n /> —00 és
An % Am, 65 T(Any B, q) = T(An, B, §) valamely S ¢ N
részhalmazra. Ha létezik R; — oo sorozat, amelyre

R.
i n(t 1
Iimsup/ n()dt—4<1—a>R,-+<k+,)lnR,-ZK>—oo
o t T P

R,‘*)OO

teljesiil, akkor tan(3) = tan(B) és q = § (0, 7)-n mm.




Lemma

Legyen Ac RT, BER, po < p1 < pp < ... olyan valés szamok,
amelyek co-be tartanak. Ha /ux < Ak+ B+ O (%) elég nagy
k-t6l kezdve, akkor

R
2 B
1




Levezetések
Bizonyitas

A szamlalofiiggvény akkor lesz minimalis, ha pyx = Ak + B, tovabba
a0 (%) tag is elhagyhaté, igy n(t) = 2t;\B (t) alakba irhato,
ahol r(t) > 0, r(\/1k+) =2, r(y/1ik—) = 0 és r(t) linearis

(/. /D)

0 T2 (),
/1 tdf:/l Z‘E+T dt =

tovabba T r(t) dt=InT + 0O (1), igy

2 2B
n(t)ZZT—Tln T+InT+0(1)



Lemma

Legyen Ac RT0, BER, po < 1 < pp < ... olyan valés szamok,
amelyek co-be tartanak. Ha \/fix < [Ak + B] + O (%) nagy k-ra
akkor

B 2
/()dt> R+<1—2A—|—AtAB)lnR+o(lnR), R — o0

ahol ta g = % ha AcQ*, éstap = % + {5575} ha A olyan
r

racionalis szam, amelyre A = £, ahol (r,s) = 1. A hibatag O(1)-re
cserélhets, ha A € Q.




Feltehetjiik, hogy \/ux = [Ak + B]. Legyen /u; = Ak + B és

legyen n* a megfelel6 szamlaléfiiggvény. Ekkor

R
“(t 2
/nlg)dt:R—i-
1

0 <1 - 2i) IR + O(1).

Masrészrél ha NA < R < (N + 1)A, akkor

R N N Fi
/”(t)_t”(t) dt =" / %dt+0(1)
1 o/
:ZN:mn ”2+0(1)=ZN32 “2_‘/’Tk+0(1)—
- k T Vi
N
2Z{Ak+8}



Legyen vy = {Ak + B} és Sy = v1 + - -+ + vk. Ekkor

2

-1 N-1

N

Vi N
d =T+ 0(1)
ek N 1kk+1 kzlkk+1)

x
Il

Ha A = { racionalis szam, akkor v s periodikus és a szamlalok
atlaga egy periéduson:

S

¢ i {Bs} s—1 {Bs}
EZ{Ak—i—B} = gZ{Ak}+ = T s
k=1 k=1
Kovetkezésképpen Sy = kta g + O(1), igy

N
Z VT(k = tA,Bth + 0(1)
k=1



Viszont ha A irracionalis, akkor ismert, hogy Sk = % + o(k)
(Pinner, 1997), igy

N Uk 1
> - = 5N +o(InN)
k=1
Latjuk, hogy a o(In V)-es hibatag O(1)-re cserélhets, ha A

racionalis. De mi a helyzet irracionalis A-ra?

Ekkor nem igaz a O(1), erre Sandor Csaba adott egy konstrukciét.



Levezetések

A konstrukciéja

Legyen % olyan racionéalis szamokbdl allé sorozat, melyre
n

(pna qn) =1, ésqp — 00 és

Pn+1 Pn+1 1 Pn Pn 1
9 q2 +2 C Ty T q2+2
dn+1 Qgn+1 anll dn Qn qn"

Mivel zart, egymasba skatulyazott intervallumok metszete nem iires,
igy van a metszetben egy A val6s szam. Ez raadasul biztos, hogy
irracionalis, ugyanis A - g,! tortrésze nem lehet 0 semmilyen n-re.



Rogzitsiik n-et, ekkor A = g + 3, ahol 0 < 8 < ﬁ, igy

R 4 k)

T Ay
2 T X

k=1
g+ (kp gt [ kp
{;} KB} _ {2} (1)
+0(=
k k k q
k=1 k=1

Tovabba egy g hosszi szakasz hozzzajarulasa a teljes Gsszeghez, ha
az Osszes nevezdt k helyett mg-ra cserélem, ahol
mq < k < (m+1)g:

qEP 1
g q:2mq



Osszegezziik az dsszes 1 < m < qqz—re, ekkor

Az elkévetett hiba O(1), ugyanis

? ;"} {”’} 1 1
EZ:,T z::nT —1) m(m—1)

Ez az elsé g-s blokk kivételével j6 becslés, és akarmeddig
Osszegezve véges. Masrészt az els6 blokk hozzajarulasat ugy
becsiilom felijl hogy minden nevezét 1-nek veszek, igy az az Gsszeg
legfeljebb &= In q lehet. Igy végiil a teljes Ssszeg legfeljebb:

g—1
2q

In(n) + O(1)



Lemma

Legyen 0 = o(«, B;q) és S C o. Tegyiik fel, hogy
nS(t) > ’Yna(t) + (57

ha t elég nagy valamely 0 < v <1 és § € R-ra. Ekkor, ha
sina # 0, sin8 # 0:

R
2ns(t?
/ nst( )dtz2')/R+(1+25"‘2’Yt1/'y,—5/'y)1nR+°(lnR) r — 00.
1

A o(In R) tag helyett O(1) irhatd, ha v € Q.

Ha viszont csak t € S helyeken igaz az egyenl6tlenség, akkor &
helyett 6 + v — 1-et kell irni.




Legyen 0 = {Xo, A1,...} &8 S = { Ay, Mgy - - - }. Mivel ns(t)
konstans [Ax,_,, Ak )-n és ny(t) monoton n&, ezért a feltétel
pontosan akkor teljesiil minden elég nagy t-re, ha

ns(t—) > yns(t—) + 0 igaz minden elég nagy t € S-re, ami
pontosan akkor igaz, ha ns(t) > yn,(t) + 0 — v+ 1 teljesiil minden
elég nagy t € S-re. Igy a masodik allitas kdvetkezik az elsébél, és

i+1=ns(Ag)>vn(Ae,) +0—v+1=7(ki+1)+06—v+1

ha i nagy, azaz, k; < %, igy ki < [%} Felhasznalva a
sajatértékek aszimptotikajat v/ Ax = k + O (1) adédik:

s[5 o(l)
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