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Bevezetés, folytonos probléma

Sajatérték-egyenlet idéfiiggetlen Schrédinger-operatorra, V > 0:
="+ V(x)y =Xy, (0,7)n,

y(0) = y(m) = 0 (Dirichlet-peremfeltétel). Ennek sajatértékei:
O< << <\ — .

Kérdés: Mikor minimalis Ao — \17?

Mo :=X2(V =0) — A1(V = 0). Sok specialis esetben:

Ao — A1 > T
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Folytonos eredmények

Definicié

V egyvolgyii, ha valamely 0 < a < w-re V szig. mon. csokken

[0, a]-n és szig. mon. n& [a, 7]-n.

Tétel (Asbaugh—Bengurial)

Ha V' szimmetrikus (V(x) = V(r) — x) egyvélgyi potencial, akkor
Ao — A1 > To.

Tétel (Horvath?)

Ha V' egyvélgyii potencial, melyre a = 7, akkor A\ — A1 > Tg.

M. S. Asbaugh — R. D. Benguria, Optimal lower bound for the gap
between the first two eigenvalues of one-dimensional Schrédinger operators
with symmetric single-well potentials, Proc. Amer. Math. Soc. volume 105, pp.
419-424, 1989.

2M. Horvath, On the first two eigenvalues of Sturm-Liouville problems,
Proc. Amer. Math. Soc., volume 131, pp. 1215-1224, 2003.
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Diszkrét probléma
d = (dk)i_; € R", di > 0: diszkrét potencial. A
differencidlegyenlet megfelelsje:

—Up_1+2ug — Upy1 +deug = A, k=1,...,n,

a hataron: up = up+1 = 0 (Dirichlet-peremfeltétel). Azaz:

(L+ D)u = Au,
ahol
2 -1 0
t=| 7 .2 , D =diag(dy,...,dy), ueR".
Sajatertékek:

D<M < <A< .. <A, <o0.
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Diszkrét probléma

Kérdés ismét: Ao — A1 minimuma (specialis feltételek mellett).

Mo = Ao(d = 0) — A\i(d = 0) =2 [cos (nj—l) — cos <n2j:1>] .

Egyvolgyl potencial definicidja: analég médon a folytonossal.

Tétel (Asbaugh-Benguria®)
Szimmetrikus, egyvélgyii diszkrét potencial esetén Ao — A1 > Ig.

Jarret-Jordan*: konvex potencial, Neumann-perem (ug = vy,

Up = Upyt1)-

3M. S. Asbaugh — R. D. Benguria, Some eigenvalue inequalities for a class
of Jacobi matrices, Linear Algebra and its Applications, volume 136, pp.
215-234, 1990.

*M. Jarret — S. P. Jordan, The fundamental gap for a class of Schrédinger
operators on path and hypercube graphs, J. Math. Phys., volume 55, 052104,
2014.
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Diszkrét probléma

Mi a helyzet a (nem feltétleniil szimmetrikus) egyvolgy( esettel?
Definicié

Legyen n=2m. A d € R®™, dy >0, k =1,...,n vektort (kdzépen
elvalasztott) egyvolgy( potencialnak nevezziik, ha

dedk+1, k=1,...,m—1, ddek-i-l, k=m+1,...,2m—1.

Tétel
Ha m > 3, és d egyvélgyii potencial, akkor az optimalis d°
potencial a kévetkezé alakii:

do_ 0, halgkgm,
K71 ¢, ham+1<k<2m,

ahol ¢ > 0.
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A sajatvektorok altalanos tulajdonsagai

(L+ D)u; = Njuj, i =1,...,n. Normaltsagi feltétel:

Sh1(u)i =1, (u)o = (Ui)nt1 = 0.

Definicié

Az (a;); valés sorozat ay eleme altalanositott zérus, ha ax = 0 vagy

akakt1 < 0. Els6 esetben els6 tipust, masodik esetben masodik
tipusa altalanositott zérusrdl beszéliink.

Ismert®: uj-nek pontosan i — 1 db altalanositott zérusa van, igy
felteheté:

o (11)k>0,k=1,...,n,
o létezik olyan o index, hogy (u2), altalanositott zérusa up-nek,
és (Ug)l > 0.

5M. S. Asbaugh — R. D. Benguria, Some eigenvalue inequalities for a class
of Jacobi matrices, Linear Algebra and its Applications, volume 136, pp.
215-234, 1990.
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A sajatvektorok altalanos tulajdonsagai

Jeldlés: ha a < b € R, akkor [a, b] := [a, b] N Z.
Lemma
Tegyiik fel, hogy (uz), altalanositott zérusa up-nek. Ekkor
o letezik0<o_<o—1éso+1<o0y <n+1 azelss tipusnal;
o létezik0<o_ <o éso+1<o, <n+1amasodik tipusnal,
hogy
2
. (—2)k >1, hake Lo ]U[os,n]
2
° <Z—§)k <1 hakée€fo_+10—1].

2
Ezen két halmaz egyike sem iires, és ( L 1 legfeljebb a

k=o0_1+1vagy ak =0, — 1 indexek esetén lehetséges.
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A sajatértékek derivalasa

Legyen D = D(t), ahol D(t) := diag(di(t),. .., dn(t)),
d; € C1(0,1), (T + D(t))u(t) = M(t)u(t). Mivel a sajatértékek
egyszeresek, igaz a kovetkez6:

A(t) =D di(t)ui(1),
k=1

amibél

F(£) = Xa(t) = Aa(t) = D di(t) [(w2)i(2) — ()i (2)] -
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Az optimalis potencial alakja

Legyen M > 0-ra
Aw = {d = ()77 | 0 < dk < M, d egyvolgyii}.

An C R?™ korlatos és zart, d +— \a(d) — A1(d) folytonos, igy
letezik minimalis d° potencial Aps-ben.

Lemma

Ha m> 3, M > 4, akkor

40 — 0, hal<k<m,
K71 ¢, ham+1<k<2m,

ahol ¢ > 0.



Bevezetés Diszkrét probléma Az optimalis potencial Osszefoglalas

Az optimalis potencial alakja

A bizonyitas vazlata.
Az optimalis potencialhoz tartozé mennyiségek: A1, Ao, u1, uo,
illetve up-hoz létezik o, o, és o,. Tbb eset van:
A)o_<m-1lésoy>m+2,

B)ym<o_,

) (o8 < m+ 1.
B), C): kideriil, hogy nem lehetségesek, illetve \p < 2.
A) esetben a bizonyitas: Legyen d' potencial a kdvetkezé:

gl dd i, hal<k<m
ko dO ham+1<k<2m,

o4 — 1
d! € Ay. Mivel d° egyvolgyii:

>0 hake[l,o_]U][oy,2m]
d)—di{ =0 hake{o_ +1,0, —1},
<0 hakéefo_ 42,04 2]
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Az optimalis potencial alakja

Legyen di(t) := td} + (1 — t)d?, t € [0,1], ekkor d(t) € Apm, és
t = 0-ra az optimalis potencial adédik. Emiatt

2m

=D (di — df) [(12)2(0) — (u1)2(0)] =

k=1

_ S (di = d)) [(12)3(0) = (11)7(0)] +

ke[l,0-]U[o4,2m] <0

Y () [()E(0) - (m)3(0)] +

ke{o_+1,04—1} -0

+ > (dE = dD) [(1)3(0) — (u)}(0)] <0,

k€lo—+2,0+-2] >0

<0

de ez csak Ggy lehetséges, ha df = dP. O
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Az optimalis potencialhoz tartozé sajatvektorok
Feltehetd tehat, hogy

o [0 f1<k<m
K7 Ve, ifm+1<k<2m,

Ennek \ sajatértékéhez tartozé sajatvektora explicit médon

szamolhaté: k =0,1,..., m+ 1 esetén

ux = Csin(kyp),
ahol 0 < < 5, cosp = % illetve k=m m+1,...,2m+1
esetén

Dsin((2m+1—k)¢), ifc<A<2,
ug = D2m+1—k), ifA=c,
Dsinh((2m+1—k)y), if0< )\ <c,

ahol cos¢ = 2*';7)‘, cosh 1) = @
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Ekvivalens atfogalmazas

Lemma
A az optimélis potencidlhoz tartézé egyik sajatérték pontosan
akkor, ha )\ a kdvetkezd egyenlet megoldasa:

24+c—t 2—t 24+c—t 2—t
s (F5 ) ons (B70) = e (B e (5.

ahol Upaz m. masodfaji Csebisev-polinom.

Bizonyitas részlete.

Ha X\ > 0 egy sajatérték, akkor uy, és un,y1 kétféleképpen is
szamolhaté. Ha pl. ¢ < A < 2, akkor a kdvetkezd egyenleteket
kapjuk:

Csin(my) = Dsin((m+ 1)¢) (1)
Csin((m + 1)) = Dsin(mg) (2)
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Ekvivalens atfogalmazas

up nem trividlis megoldasa a sajatérték-egyenletnek = (1)-(2)
determinansa = 0:

sin(my) sin(m¢) = sin((m + 1)) sin((m + 1)¢).

sin(ma)
sina

Felhasznalva, hogy Up,—1(cosa) = , osztva

sin @ sin ¢ # 0-val:

24+c—t 2—t 2+c—t 2—t
s (257 (55) - on (2557 (55

Ha 0 < A < ¢, A = ¢, akkor is hasonlé szamolas, az Up,—1(1) = m
sinh(ma)
sinh o

and Up—1(cosh o) = azonossagok felhasznalasaval. O
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Ekvivalens atfogalmazas

24+c—t 2—t 24+c—t 2—t
s (557 (55) - on (2557 (55

Kérdés tehat az egyenlet els6 két gyokének kiilonbsége.
Um-1 (%) gyokei: xj := 4sin® g—; k=1,....m—1,
Um (52) gydkei: yy := 4sin? % k=1,...,m, és

0<y1<x1<y2<...<yk<xk<yk+1<...<xm_1<ym.

Legyenek tx, k = 1,...,2m az egyenlet megoldasai novekvs
sorrendben.
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Ekvivalens atfogalmazas

Lemma
A fenti egyenlet elsé két gybkére teljesiil, hogy

0<t1 <y1<ta<ys,

még precizebben:

e haO<c<xy—y, akkor0< t; < y1, y1 +c < tr < xq,

e hac=x;—y1, akkor 0 < t; < y1, th = xq,

e haxi—y1 <c, akkor0 <ty <y, x1 <trp<min{y1 +c,y}.
A bizonyitas vazlata. hy(t) :== Up, (%) Un (%) =
hm—1(t) = hm(t). hm gyokei: sy, k =1,...,2m. Ekkor s;,1 = y1,
Sm—1,1 = X1, és

)

y1+¢, hac<y—y, x1+¢, hac<x—x
Sm2 = h > Sm—12 = h >
Y2, hac2=y»—yi, X2, hac =Xy — X
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Ekvivalens atfogalmazas

Ha 0 < ¢ < xy — y1, akkor a két oldalnak nincs kozds zérushelye, és
az egyenlettel ekvivalens:

1= gm(t)gm(t - C)7

Um—1 (2—

ahol gm(t) := < (%54).
Lemma
A gm(t) = Ug;l (%) t € (—o0, y2) fliggvény tulajdonsagai:

1. szigordan monoton n6 (—oo, y1) U (y1, y2)-n,

2. limi oo gm(t) =0, limesy, —0 gm(t) = o0,

lime—yy,+0 8m(t) = —00, limesy, 0 gm(t) = oo,
3. gm(x1) =0.
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Ekvivalens atfogalmazas
Mivel

lim gm(t)gm(t —c) =00 és lim gm(t)gm(t —c) =0,

t—y1—0 t——00
és gm, gm(. — ¢) > 0 (—o0, y1)-en = egyértelmiien létezik t; < y1
megoldas, ez adja 0 < t; 1= t; < y; gyokot.
(y1,y1 + ¢)-n nincs megoldas, mert itt hp, és hpy_1 ellenkezd
elsjeltiek.
(y1 + ¢, x1)-en: mivel itt g, gm(. — ¢) < 0 és szigorian monoton
novék, tovabba

HﬂTchogm(t)g’"(t - C) =00 6és gm(Xl)gm(Xl - C) =0,

letezik y1 + ¢ < tr < x; megoldas, ez adja to 1= to-t.

Az x; — y1 < c esetek hasonléak. O
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Az optimalis potencial
Legyen fr, : (—00,y2) — R a kovetkezs fiiggvény:
f (t) _{ _|Og|gm(t)‘7 haOSCSXl_ylv
mer —log (gm(t)), haxi—y <c,

és legyen z; és zp az fy, zérushelyei (0, y1)-en illetve (x1, y2)-n.
Ekkor

37
=2-2 é =2-2 .
7 cos om 1 és 2z cos T
Lemma
Az fm(t) = —log|gm(t)], t € (—00,y2) \ {y1,x1} fiiggvény
tulajdonsagai:

1. szigorian monoton csékken (—oo, y1) U (x1, y2)-n,

2. szigordan monoton né (y1,x1)-n,

3. limesy, fm(t) = —00, limy, fm(t) = oo,
lime—yy,—0 fm(t) = —oc.

4. fy, konkav (—oo, y1)-en.



Bevezetés Diszkrét probléma Az optimalis potencial Osszefoglalas
Az optimalis potencial
A fenti egyenlettel ekvivalens:
fm(t) + fm(t — c) =0,
esetleg abban az értelemben, hogy

tILn)q fm(t) =00, és tlqu fm(t —c) = —o0
(c = x1 — y1 eset).
Ennek az egyenletnek pontosan két gyoke van: 0 < t; < y; és
y1 < th <y
Lemma
c — ti(c), i = 1,2 szigordan monoton névé fiiggvény [0, co)-en.
Bizonyitas: Horvath Miklés® nyoman. O

5M. Horvath, On the first two eigenvalues of Sturm-Liouville problems,
Proc. Amer. Math. Soc., volume 131, pp. 1215-1224, 2003.
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Az optimalis potencial

Tétel
Ha 0 < ¢ < x1 — y1, akkor ['(d®) > T.

Bizonyitas. Elegendé belatni, hogy
dti(c) 1  dt(c)

e “2° Tac

ha ¢ € (0,x1 — y1). Derivalva az f,,(t) + fm(t — ¢) = 0 egyenletet:

1 fm(ti(c)) .
N ORRAC R

igy elegendd belatni:

fle2() _ | fa(n(c)
()= )~ alnle) - o)
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Az optimalis potencial

Mivel most 0 < t1(c) < y1, y1 + ¢ < to(c) < x1, ezért
fr(ti(c) —c) < 0és fl(t2(c) — c) > 0.
Elegendé megmutatni, hogy

fm(t1(c)) < fn(ta(c) — ¢)
és
fm(t2(c)) < fin(t2(c) — c).

Az els6 egyenl6tlenség: f,, konkavitasa (—oo, y1)-en
A masodik egyenl6tlenség igazolasa: tx(c), ta(c) — ¢ € (y1, x1), itt

fm(t) = |og< U"’ml (%))

F(t) = —3kh, (35%), ahol kn(x) := — log “2=1(x).
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Az optimalis potencial

Ha km(x) := — log UU; (x), ahol x olyan, hogy g (x) > 0, akkor

Ko(x) = - <—m () — (m+ 1) It

U U (x)+ (2m+ l)x) .

Bizonyitas.

U (x) = (m+1) T,,),:;l(_xi — xUm(x)7

Te1(6) = Uny1(x) — xUn(x),
Um+1(x) = 2xUp(x) — Um-1(x),

ahol T,, az m. elséfaju Csebisev-polinom.
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Az optimalis potencial

Un, v m+1Un1 mx
Tm(x) T x2-1 Un () + x2 -1’
igy
U U’
k/ - _ m—1 ~“m —
00 = 2200 + )
m Un_> (m=—1x m+1Up1 mx

:xz—lUm,l(X)_ x2—1 x2-1 U, (x) x2 -1

Mivel Un(x) = 2xUm—1(x) — Um—2(x),

) = 271 (m )~ (m+ 1) 222 0) + (2m+ 1))

adédik. O
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Az optimalis potencial

Egyszeriiség kedvéért: tp := t»(c), akkor az el6z6 lemma szerint

2 ((2_2t2>2 - 1) fl(t2) =

. Um(2—2t2) (2—t2)_ ~ 4

=P Gy e
illetve

(( ) 1) f,;(tg — C) =
_ ( 2) (33" 2+c—t
_m U () +(m+1)Um_1(2Tt) (2m+1) 5

felhasznalva, hogy gm(t2)gm(t2 — ¢c) = 1.
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Az optimalis potencial

fm(t2 — ¢) > 0, igy

<<2+2_t2>2 - 1) f(ty —c) > ((2_2t2>2 - 1) fm(t2 = €).

Emiatt elegendd belatni, hogy

2 <<2—2f2>2 _ 1) £ () > 2 <(2“2_t2>2 - 1) f (& — ©),

mivel 0 < t, < 2, igy (2_7'&)2 —-1<0.
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Az optimalis potencial

2 ((2 - t2>2 - 1) 1 (ts)—2 ((HZ_QY - 1) £ (tr—c) =

Un(52) | Uni (59)
T e (5 Un(555)

fm(t2) >0, ha 0 < c<x1—y,igy

Un (22—t . Un1(2-1
1 -1
U ( 5 ) >1 és U ( 5 ) > —1,

amibél az allitas adédik. O
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Az optimalis potencial

Megjegyzés
Ha ¢ > z — z;, akkor mivel ty(c) szigortan monoton né, és
tl(C) < y1:

tr(c) —ti(c) > to(zo —z1) —y1 =20 — y1 > T,

amennyiben

™ ™
Cos — COS > Cos

™
m+ 1 om+ 1 om+1 Pomxy1

Osszefoglalas
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Osszefoglalas

Igazoltuk, hogy m > 3, egyvdlgyii potencial esetén az optimalis
potencial d° = (d?)x alakja:

K7 ¢, ifm+1<k<2m,

c>0.Ha0<c<x;— y, akkor sziikségképpen ¢ = 0.

A kézeljovs kérdései: x; — y1 < c esetén kellene: T(d®) > .
Tovabba:

e m =2 eset (m=1-re igaz);

e nem kozépen elvalasztott egyvolgyii eset;

e n=2m+ 1 eset értelmezése, hasonlé tétel bizonyitasa.
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Koszénom a figyelmet!
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