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Megorzeési problémak
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Adott egy S matematikai struktira és X(A, B) egy mennyiség
vagy relacié két A, B € S elem kozott.

Hogyan irhatdak le azok a ¢p: S — S leképezések, amelyekre

X(#(A), 9(B)) = X(A,B)  (A,B€S).

A ¢ leképezésre gyakran tovabbi feltételek: bijektivitas,
folytonossag, illetve ha S vektortér, akkor linearitas.
Kizarélag nemlinearis megorzési problémakkal foglalkozunk,
azaz:

e "a priori" nem tesziink fel semmilyen linearitasi feltételt
o de az esetek nagy részében az eredmények azt mutatjik, hogy
a kérdéses transzformacidk automatikusan linearisak
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Megorzeési problémak

Kvantum-struktdrakon

A megbrzési problémak kozil a legtobb matrixokkal, vagy
végtelen dimenzids korlatos linearis operatorokkal kapcsolatos.
A kvantummechanika Neumann Janostél szarmazé
matematikai leirasaban:

o Allapotok ~ siirliségi operatorok: S(H)

o tiszta allapotok ~ egy rangi (ortogonalis) projekciok: Pi(H)

o megfigyelhet események ~ onadjungalt operatorok: L£(H)*?
Bizonyos esetekben célszerii a stirliségi operatorok helyet a
pozitiv szemidefinit vagy pozitiv definit operatorokat vizsgalni:
L(H)", illetve £(H):"
Utébbi példaul differencidlhatéd sokasag struktiraval is
rendelkezik.



Klasszikus eredmény

Tétel (Wigner J.)

Legyen H Hilbert tér és ¢: P1(H) — P1(H) egy leképezés,
amelyre

TrPQ =Tro(P)¢(Q) (P, Q € Pi(H)).

Ekkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér operator, hogy
¢ a kévetkezé alaku:

»(P) = UPU* (P € Pi(H)).
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Wigner-tétel bizonyitasai

Wigner Jend bizonyitasa (1932) nem volt matematikailag
korrekt.

Els6 teljes bizonyitasok a '60-as években, de ezek feltételezik
a leképezés bijektivitasat is.
Tisztan algebrai bizonyitas: Molnar Lajos (1996).

Alternativ megkozelitések: Gydry Maté (2004), Gehér Gyorgy
P4l (2014).

Altaldnositdsok Banach-terekre, Hilbert-modulusokra.



Relativ entrépia fogalmak

e Umegaki:

TrA(log A—log B), Pa< Pg
00, egyébként

S(AllB) = {

e Rényi relativ entrépia:

(@ —1)"liog (TrAYBY=®) | PaPg#0 A
Sa(Al|B) = (Pa<PgVa<l)
0, egyébként

e Tsallis:
1—TrAIB-4

Sts(AlB) = 1—¢g



Kvantum f-divergencia

e Az eddig bemutatott relativ entrépia tipusok mindegyike (n.
kvantum f-divergencia.
e Definicié pozitiv definit B operator esetén:

Se(Al|B) = (VB, f(LaRg—1)VB)

HS
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Kvantum f-divergencia

Az eddig bemutatott relativ entrdpia tipusok mindegyike (n.
kvantum f-divergencia.
Definicié pozitiv definit B operator esetén:

Se(Al|B) = (VB, f(LaRg—1)VB)

HS
Altaldnos esettben:

Sr(Al|B) = lim S¢(A|B + <))

A fenti hatarérték |étezik és

Sr(Al|B) = Z ( Z bf (Z) TrP,Qp +vaTr P,Qo
aca(A) \beao(B)\{0}

ahol v = limy 00 f(w)/w.

)



Egy korabbi eredmény

Tétel (Molnér L., Nagy G. és Szokol P., 2013)

Legyen f szigoriian konvex fiiggvény, melyre lim,_,~ f(w)/w
létezik vagy végtelen, tovabba ¢: S(H) — S(H) egy leképezés,
amelyre

Se(¢(A)¢(B)) = S¢(AllB) (A B e S(H)).

Ekkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér operator,
melyre

6(A) = UAU* (A€ S(H)).
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Tovabbi entrépia fogalmak

e A kvantum Rényi-divergencia (avagy "sandwiched
Rényi-entropy"):
(TrA) ' Tr (B AB'S )", PaPs#0 A
D (AlB) = (Pa< PgVa<l)
00, egyébként

* Da(A||B) = (a — 1)t log (D, (A B)))

e Dragomir "0j" kvantum f-divergencidja:

Dr(A||B) = Tr Bf (B~1/2AB~1/2)
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Példak

e Ha f a standard entrépia fiiggvény, azaz

xlogx, x>0
f(x):{o x=0"

Dr(A||B) = Tr BY/2AB™*210g (B~1/2AB71/2).

e Ha f:[0,00[— R, x > x? — 1, akkor
Df(A||B) = TrA2B~1 —1,

ami y2-tavolsag néven ismert.
e Ha f:]0,00[— R, x — —log x, akkor a

D¢(A||B) = —BTrlog B~Y/2AB~1/2

Belavkin-Staszewski relativ entrépiat kapjuk.
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Kérdések

Hogyan irhatdk le az eldbbi mennyiségeket megorz6
transzformaciék kvantumallapotokon, illetve a pozitiv definit
operatorok halmazan?

Ha valamelyik mennyiség (vagy injektiv fliggvénye)
f-divergencia, akkor a korabbi eredmény alkalmazhaté.

Az "4j" kvantum f-divergencia csak invertalhaté B esetén
definialt, meg kell mutatni, hogy a definicié kiterjesztheto
tetszbleges siirliségi operatorra.

Eredményeink csak véges dimenzids Hilbert-térre érvényesek.
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A kvantum Rényi-divergencia allapotokon |.

Allitas
Tetszbleges o € |0, 1[ U |1, oo esetén D/ (.||.) nem kvantum
f-divergence a sliriiségi operatorok halmazan.

e Egy 4ltalanosabb divergencia fogalom (invertalhaté esettben):

Df ¢(AllB) = Trg (f(B)Af(B))

o TetszOleges B slirliségi operatorra pedig legyen:

£ &(AlIB) = lim D (A8 +=1).



A kvantum Rényi-divergencia allapotokon II.
Allitas
Ha f :]0, +00[—]0, +o0| folytonos fiiggvény és Ii\n”(n) f(e)=0,
€
tovabbd g : [0, 4+o0[— [0, +oc[ folytonos fiiggvény és g(0) = 0,
akkor

;‘,g(AHB) = Trg(f(B’SUppB)PBAPBf(B’suppB)) .



A kvantum Rényi-divergencia allapotokon II.
Allitas
Ha f :]0, +00[—]0, +o0| folytonos fiiggvény és Ii\n}) f(e)=0,
€
tovabbd g : [0, 4+o0[— [0, +oc[ folytonos fiiggvény és g(0) = 0,
akkor

;‘,g(AHB) = Trg(f(B’SUppB)PBAPBf(B‘suppB)) .

Allitas
Ha f :]0, +00[—]0, +oc| folytonos fiiggvény és Ii\r‘r}) f(e) = oo,

tovabba g : [0, +oo[— [0, +o00[ monoton névekvd folytonos
fliggvény és ILm g(w) = oo, akkor
w—00

/ AllB) = Trg(f(B|suppB)PBAPBf(B|suppB))> PA < PB
re(AllB) =1 rvEbke
) gyébként.



A kvantum Rényi-divergencia allapotokon IlI.

Tétel (Gaal M. és Molnar L., 2015)
Legyen f :]0, +oo[—]0, +o0[ folytonos fiiggvény és Ii\rrg) f(e) =0,
tovdbba g : [0, +oo[— [0, 4+o00[ injektiv folytonos fiiggvény és

g(0) = 0. Ha a ¢ transzformaciéra

r(0(A)|6(B)) = D z(AllB) (A, B € S(H))

teljesiil, akkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, amelyre

o(A) = UAU* (A€ S(H)).



A kvantum Rényi-divergencia allapotokon IV.

Tétel (Gaal M. és Molnér L., 2015)

Legyen f 3]0, +00[—]0, +o0[ szigoridan monoton csékkené
szigordan konvex fliggvény és Ii\r(r}) f(g) = oo, tovabba
g

g : [0, +o00[— [0, +o0[ szigordan monoton névekvé szigorian
konvex (konkdv) fiiggvény és ILm g(w)=00. Haa ¢

w [e.e]
transzformaciora

Dt ¢((A)¢(B)) = Df ¢(AllB) (A, B € S(H))

teljestiil, akkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, amelyre

B(A) = UAU* (A€ S(H)).



A kvantum Rényi-divergencia allapotokon V.

Az el6z8 tételeket az f(t) = taa és g(t) = t* fliggvényekre
alkalmazva adédik, az alabbi

Kovetkezmény

Ha o €10,1[U]1,00[ és a ¢ transzformaciora
Da(¢(A)l|#(B)) = Da(AllB) (A, B € S(H))

teljesiil, akkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, amelyre

#(A) = UAU* (A€ S(H)).



Az "4j" kvantum f-divergencia allapotokon I.

Allitas
Legyen f : [0, 00[— R konvex fiiggvény, melyre f(0) = 0 és
limy o0 f(w)/w = oo teljesiil. Ekkor
~1/2 ~1/2 <
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teljestil, ahol (.)~1 a Moore-Penrose pszeudoinverzet jeléli.



Az "4j" kvantum f-divergencia allapotokon I.

Allitas
Legyen f : [0, 00[— R konvex fiiggvény, melyre f(0) = 0 és
limy o0 f(w)/w = oo teljesiil. Ekkor

Tr Bf (B-1/2PgAPB1/2), Ps < Py
00, egyébként

Dr(A||B) = {

teljestil, ahol (.)~1 a Moore-Penrose pszeudoinverzet jeléli.

Megjegyzés
Mivel a € R esetén Ds(.||.) megbrzése ekvivalens D 4(.||.)
meg6rzésével, ezért f(0) = O feltétel mindig teljesithetd.



Az "Gj" kvantum f-divergencia allapotokon II.

Tétel (Gaadl M., 2016)

Legyen f: [0, co[— R szigorian konvex fiiggvény, melyre
limy—o0 f(w)/w =00. Ha ¢: S(H) — S(H) egy leképezés, melyre

Dr(¢(A)ll#(B)) = Dr(AlB) (A, B € S(H))

teljesiil, akkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, amelyre

o(A) = UAU* (A€ S(H)).



Rendezés két karakterizacidja pozitiv definit operatorokon

Lemma (Gaal M. és Molnar L., 2015)

Legyen h: [0, +o00[— [0, +oc[ szigordan monoton, folytonos
fiiggvény, melyre h(0) = 0. Ekkor

A < B <= Trh(VAXVA) < Trh(VBXVB) (X € L(H)7Y).

teljesiil minden A, B € L(H)t operstorra.
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Legyen h: [0, +o00[— [0, +oc[ szigordan monoton, folytonos
fiiggvény, melyre h(0) = 0. Ekkor

A < B <= Trh(VAXVA) < Trh(VBXVB) (X € L(H)7Y).

teljesiil minden A, B € L(H)t operstorra.

Lemma (Gaal M., 2016)

Legyen f: [0, +oo[— R operator konvex fiiggvény, melyre
f(0) = 0. Ekkor

A < B <= D¢(X||A) > Df¢(X||B) (X € ECH)?)

teljestil minden A, B € L(H);' operatorra.



Eredmények pozitiv definit operatorokon |.

Tétel (Gaal M. és Molnér L., 2015)

Legyen o €10, 1[ U1, 00[ paraméter, ¢: L(H);' — L(H);' egy
bijektiv leképezés, melyre

Da(¢(A)ll$(B)) = Da(AllB)

teljesiil minden A, B € £(7—[)11 operatorra. Ekkor létezik egy
U: H — H unitér vagy antiunitér operator és egy \ > 0, amelyre

P(A) = \UAU* (A€ L(H)TY).



Eredmények pozitiv definit operatorokon II.

Tétel (Molnér L., 2015)

Legyen f: )0, 00[— R operdtor monoton csékkend fiiggvény,
melyre limy_o0 f(w)/w = 0. Ha ¢: L(H)7' — L(H);" egy
bijektiv leképezés, amelyre

Dr(¢(A)|#(B)) = De(A||B) (A, B € L(H)TY)

teljestiil, akkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, melyre

P(A) = UAU* (A€ L(H)H).



Eredmények pozitiv definit operatorokon IlI.

Tétel (Gaadl M., 2016)

Legyen f: [0, 00[— R operator konvex fiiggvény,
¢ L(H): — L(H);! egy bijektiv leképezés, amelyre

Dr(3(A)||6(B)) = De(A||B) (A, B € L(H)TY)

teljesiil. Ekkor létezik egy U: H — H unitér vagy antiunitér
operator, melyre

P(A) = UAU* (A€ L(H)TH).
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Nyitott problémak

A Dragomir altal bevezetett entrépia szimmetria
transzformacidi a kovetkez6 esettben:

o Siirliségi operatorok (allapotok) halmazan

e f:]0,+00[— R operator monoton csokkené

o limy_ oo f(w)/w=0
Akar lima o f(e) = +00 vagy lim.\ o f(¢) = 0 hatarérték
reldcidkat feltételezve.
Ez az f(x) = —log x, illetve a Tsallis-entrépia general6
fuggvényének esetének felelne meg.

Elhagyhaté-e a bijektivitas feltétele pozitiv definit
operatorokon?



