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1. Numerikus sorok

1.1. Alapfogalmak

1.1. Definicié. Az (an)nen, an € R valos szdamsorozatbol képzett

oo

> an

n=1
(végtelen) sor n-ik (S,,) részletosszege:

n
Sn = Z ag.
k=1

A Y | a, sor konvergens és Osszege S € R, ha

lim S, =5 (véges).

n—oo
Ha lim, o s, = +00, —00 vagy a hatarérték nem létezik, akkor a sort divergensnek nevezziik.

1.2. Megjegyzés. A Y7, a, jeloli magat a numerikus sort és annak dsszegét is (ha konvergens).

1.2. Nevezetes sorok

1.3. Példa (Harmonikus sor).
i R N
—no 2030
Vizsgaljuk az So, — S,-t:

S S, L + ! + 1 > L + ! + ! L 1 = S, —
n—Sp=——+——-+.. . . —> —F+—+. . —=n— == n — 00
? n+1 n+2 on = 2 2n o 2n 2

Vagyis a harmonikus sor divergens

1.4. Tétel (Mértani sor). A Y > ¢™ mértani sor konvergens, ha |q| < 1, és ilyenkor

Bizonyitds. Legyen S,, =1+ ¢q+¢*+ ...+ ¢". Ekkor

e ha g =1, akkor §,, = n — +o0;
n+1
e ha g # 1, akkor S, = 1"

1—q

Ebbdl kovetkezSen a hatarértéket végtelenben véve kovetkezik, hogy:

= ha [q| <1,

lim S, = < 400, ha g >1,

n— oo

nem létezik, ha ¢ < —1.
O

1.5. Megjegyzés. Az Osszegképlet érvényes ¢ € C, |g| < 1 esetén is, ahol |g| a komplex szam hossza
(Va2 +b?).

Egy masik féle sortipus az tgynevezett teleszkopukus Osszegek. Ezek olyan numerikus sorok, ahol a
részletosszegek zart alakban megadhatok.

o0

1.6. Példa. Hatéarozzuk mega )~ , m

sor Osszegét!



1.7. Megoldds. A tortet parciélis tortekre bontjuk:

1 7A+ B An+1)+Bn (A+B)n+A
nn+1) n n+l  nn+1) nn+l)
Ebbésl
A+B=0 é& A=1—=— A=1 B=-1

Igy

1 1

anp = — —
n n+1l

A részletosszegek:

1 1 1

Tehat a sor konvergens és Gsszege 1.

1 ! =1 L —1
n n+1/) n+1 '

1.8. Példa. Hatdrozzuk mega Y oo ;In (14 1) sor sszegét!
1.9. Megoldds.

1 1
an =1n (1+) :1nn+ =In(n+1) —Ilnn.

n n

A részletosszegek:
Sp=n2-Inl)+ (In3-In2)+...+(In(n+1) —Inn) =In(n + 1) — +oc.

Tehét a sor divergens.
1.10. Példa. Hatarozzuk mega .-, m sor Osszegét!
1.11. Megoldds.

1 _é+ B An+2)+Bn _(A+B)n+24
nn+2) n n+2  an+2) nn+2)
Ebbél ) )
Igy

A részletosszegek:

Tehét a sor konvergens és Osszege %.

1.3. Konvergenciakritériumok

1.12. Tétel (A konvergencia sziikséges feltétele). Ha a Y .-, a, sor konvergens, akkor a, — 0.
Bizonyitds. Legyen S,, — S. Ekkor a,, =S, — S,_.1 —>5—-5=0. O

1.13. Megjegyzés. A feltétel nem elégséges. Példaul a harmonikus sorra a,, = + — 0, de a sor divergens.

T n
1.14. Tétel (A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele). A > | a, sor pontosan akkor konvergens,
ha minden € > 0-hoz létezik N € N, hogy minden m > n > N esetén

lan+1 + G2+ ..o+ am| = |Sm — Snl <e.

Bizonyitds. > a, konvergens <> (S,,) részletosszegek sorozata konvergens <= (S,,) Cauchy-sorozat. [



1.4. Miiveletek sorokkal

Tekintsiik a >~ ; a,, sort. Képezziink 1] sorozatot a tagok csoportositasaval:
ay + as + a3+ (ag + a5 +ag +a7) +ag+ag + ...

Figyeljiik meg, hogy eltiinnek azok a részletosszegek, amelyek a zardjelben szerepls Osszeget két részre
bontjak.
1.15. Definicié. Legyen by = 1 < bs < b3 < ... egész szamok. Ekkor a > a,, sor egy zarojelezése:

oo bry1—1

DD

k=1 n=bk

1.16. Megjegyzés. Ha by = by_1 + 1, akkor trivialis zarojelezésrdl beszéliink amely csak egyetlen a,,, n =
br—1 Osszeadandot tartalmaz. A zardjelezés utan kapott részletosszegek az eredeti részletosszegek soro-
zatanak egy részsorozatat alkotjak.

1.17. Tétel. Haa 'y, a, sor dsszege S, akkor tetszdleges zdrdjelezés esetén a zdrdjelezett sor dsszege

is S.

Bizonyitds. Legyen S, — S. Ekkor a zardjelezett sor részletosszegei az (S, ) sorozat egy részsorozatét
alkotjak (mivel csak toroltiink par elemet az S, sorozatbol), igy az is S-hez tart. O

1.18. Tétel (Zarojelek felbontasa). Ha a zdrdjelezett sor dsszege S, és az eredeti sornak is van dsszege,
akkor az 6sszege szintén S. De lehetséges, hogy az eredeti sornak nincs dsszege.

Bizonyitds. A zarojelezett sor részletosszegei (Sy, ) az eredeti sor (S,,) részletdsszegeinek egy részsorozata.
Ha ez a részsorozat S-hez tart és maga (.S,,) is konvergens, akkor (S,) is csak S-hez tarthat. O

1.19. Példa. A(1-1)+(1-1)+(1—-1)+...=0+0+0+... =0 zardjelezett sor konvergens, de az
eredetil —14+1—1+1—1+4... sor divergens, mert a,, / 0.

1.20. Tétel (Miveletek konvergens sorokkal). Ha > >~ a, = A és Y .-, b, = B (ahol A,B € R),

valamint ¢ € R, akkor
o0
Z c-ap=c-A,
n=1

Z(an +b,) = A+ B,
n=1

Az dllitasok A = +00 és/vagy B = 00 is érvényesek, feltéve, hogy a jobb oldalak értelmezve vannak (a
hatdrozatlan eseteket kizdrva,).

Bizonyitds. Legyen Sy (a) — A, S,(b) — B. Ekkor

ank = ¢S 5 cA,

k=1
> (ax £by) = Sn(a) £ Sp(b) » A+ B.
k=1

O
1.21. Tétel (Véges sok dsszeadand6 megvéltoztatasa). Ha a Y .- | a, sorban véges sok dsszeadanddt

a) torlink,
b) hozzdadunk,
¢) megudltoztatunk,



akkor a konvergens sor konvergens marad, a divergens sor divergens marad. A sor dsszege azonban
vdltozhat.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg az egyes eseteket.

a) Torlés esetén: Ha k darab tagot torliink, akkor elég nagy n-re az 4j sor S! részletisszege
S! = Sp+k + C (ha az elsé k tagot toroltiik). Mivel (S,,) konvergens, ezért (S,1x) is konvergens és
ugyanahhoz a hatéarértékhez tart.

b) Hozzaadas esetén: Ha k darab 1j tagot adunk hozza (pl. az elejéhez), akkor elég nagy n-re
S) = Sp—k + C, ahol C a hozzaadott tagok Gsszege. Mivel (S,_) — S, ezért S;, — S + C.

c) Megvaltoztatas esetén: Ha k darab tagot megvaltoztatunk, az tekinthets tgy, hogy el6szor
torsljiik az eredeti k tagot, majd hozzaadjuk az 6j k tagot. Igy elég nagy n-re S/, = S, — K + C, ahol K
az eredeti torolt tagok Osszege, C' az 10j tagok Osszege.

Minden esetben az 1j sor (S},) részletosszegei az eredeti sor (S,,) részletosszegeibdl konstans hozzaada-
saval vagy indexeltolassal szarmaznak, igy konvergencia esetén az 1j sor is konvergens lesz, divergencia
esetén pedig divergens marad. O

1.22. Megjegyzés. Ha a sorban véges sok tagot valtoztatunk meg, akkor a konvergencia ténye nem valtozik,
de az dsszeg igen (4ltalaban S — K + C lesz, ahol K a kivett tagok dsszege, C a hozzaadott tagok Osszege).
Ha k tagot torliink, akkor C' = 0; ha k tagot hozzaadunk, akkor K = 0; ha k tagot megvaltoztatunk,
akkor mindkett$ nem nulla lehet.

1.23. Példa. Tekmtbuk a konvergens > °° | oL = 1 sort. Ha az elss tagot (1/2) kicseréljiik 1-re, akkor
3

az 1j sor Osszege 1 — 5 + 1 =2 lesz.

elsé 10° tagjanak megvaltoztatasa utan a sor tovabbra

1.24. Példa. A divergens harmonikus sor > |
is divergens marad.

n

2. Nemnegativ taga sorok

2.1. Alaptételek

2.1. Definicié. A 210;1 an sort nemnegativ tagtnak nevezziik, ha minden n € N esetén a,, > 0.

2.2. Tétel. Ha Z a, nemnegativ tagu sor, akkor a részletosszegek (Sy) sorozata monoton névekvd.

n=1

Bizonyitds. S, — Sp_1 = a, >0, igy S, > 5,1 minden n > 2-re. O

2.3. Kovetkezmény. A nemnegativ tagi sorok vagy konvergensek (ha a részletosszegek korlatosak),
vagy +oo-hez tartanak (ha nem korlatosak). Egy nemnegativ tagi sor pontosan akkor konvergens, ha
(Sy) korlatos sorozat.

2.2. Osszehasonlit6é kritériumok

2.4. Tétel (Majorans kritérium). Tegyik fel, hogy 0 < a, < b, minden n € N-re (vagy legaldbbis
valamilyen N indextdl kezdve). Ha > - | b, konvergens, akkor > > | a, is konvergens.

Bizonyitds. Feltehetjik, hogy 0 < a,, < b, minden n € N-re (ez mindig feltehets, mert N utan teljesiil, N
index el6tti tagok pedig végesek, vagyis ha nullava tessziik 6ket, akkor az nem véltoztat a konvergencian).
Ekkor a részletosszegekre 0 < Sy, (a) < S, (b) teljesiil minden n-re. Mivel Y b, konvergens, ezért S, (b)
korlatos, igy Sy (a) is korlatos. De S,,(a) monoton névekvs, igy korlatossaga esetén konvergens. O

2.5. Tétel (Minorans kritérium). Tegyiik fel, hogy 0 < a, < b, minden n € N-re (vagy legaldbbis
valamilyen N indextdl kezdve). Ha Y > | ay, divergens, akkor > - by is divergens.

n=1

Bizonyitds. majorans kritériummal, TFH: 3 b,, konvergens O

2.6. Példa. Vizsgaljuk meg a > >° sor konvergenciajat!

n= 1n2+



2.7. Megoldds. Minden n € N-re
1 1

nZ+n ~ n?’

és >, n2 konvergens (lasd késgbb), igy a majorans kritérium alapjan az eredeti sor is konvergens.
2.8. Példa. Vizsgaljuk mega y - | ﬁ sor konvergenciajat!

2.9. Megoldds. Minden n € N-re

1 1
> =

b
\/ﬁ n
és a harmonikus sor ) % divergens, igy a minoréns kritérium alapjan az eredeti sor is divergens.

2.10. Tétel (Kondenzéciés kritérium). Legyen (a,) nemnegativ tagi, monoton csékkend sorozat (azaz
ay > as >az>...>0). Ekkor a Z 1 @n sor pontosan akkor konvergens, ha a

[eS)
E 2ka2k
k=1

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen (a,) nemnegativ tagti, monoton csokkeng sorozat. Vizsgaljuk a részletosszegeket 2"
tagra.
(«): 28 <n < 281 esetén

Sp < Sorti_y=a1+ (azs+a3)+(as+as+asg+ay)+...+ (age + ...+ a2k+1_1)
———r

§2a2 §4a4 §2ka2k

Fels6 becslésekkel Syr+1_1 < ag + Sk (kondenzacios), ami korlatos mennyiség a feltétel miatt
Tehat (.5,,) is korlatos sorozat = konvergens
(=): Csoportositsuk masképp a tagokat:

52k+1 = a1 +a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+...+(a2k+1+...+a2k+1)
——
22(14 240,8 22k~a2k+1

Vagyis

1
Sort1 > ay + §S;€+1(kondenzéci(’)s)
Sor+1 korlatos (a feltétel miatt) = Syr+1(kondenzacios) korlatos = Y ° | 2"asn konvergens [

2.11. Példa (Hiperharmonikus sor). Vizsgaljuk meg a > -, —= sort (o > 0)!

n=1 no‘
2.12. Megoldds. Alkalmazzuk a kondenzacios kritériumot:

oo

Z2k QT ZZIC 2—ka _ Z(2l—a)k.

k=1

Ez egy mértani sor, ami pontosan akkor konvergens, ha 2!=% < 1, azaz 1 — a < 0, vagyis a > 1. Tehat

1
Z — konvergens <= a > 1.
nOé

n=1
Specialisan:
e o = 1: harmonikus sor, divergens.

e o = 2: konvergens.
_ 1. g
e a = ;: divergens.



2.13. Tétel.

o x2n+1
he=% ——— zeR
e ; nt1y

> 2n

T

n=0

Bizonyitds. Az f(x) = e® fiiggvény 0 kozéppontt n-edfokd Taylor polinomja:

f(’“ S e e
Z ZZ;?Sf ~ @ =y =

A maradéktagot vizsgalva:

Ezért f(x) = lim, o T5 (), akkor pedig e® = > %ﬂ, reR
\,_/ :

sh(z) = =2 Zn 02 75“ )" , ez paros n esetén csupa 0, paratlan n esetén pedig ‘fTT,L alakuak az
6sszeadand0k vagyis a sor végsé alakja:
e 2n+1
> G
— (2n+1)!
x —x 1 n —n 2n
chp=<f— =330 =5— =300 (@] =

2.14. Tétel. A koszinusz fligguény Taylor-sora minden x € R esetén konvergens:

& 2n

cosx = Z(—l)” e ; (Vz eR)
(2n)!

n=0

‘ n Ob<k>
Bizonyitds. Tp(z) =1 o< (0) b = Zkgg (2k)' ra?

f(nJrl) |x|n+1
|cos & — < — 0, x régzitett, n-nel tartunk a végtelenbe
(n+1)! (n+1)!
o (=1)”
— i _ — 2n
= cos(z) = nh_)ngo T, (x) = cosx = Z;) @) " VreR
n—=
O
2.15. Tétel. A szinusz fiigguény Taylor-sora minden x € R esetén konvergens:
0 m2n+1
<] — _ n
sinx = Z( 1) Gn i) (Vz € R)
n=0
Bizonyitds. Hasonloéan a koszinusz bizonyitasdhoz O

2.16. Megjegyzés. A fenti sorfejtések komplex x-re is érvényesek, és ekkor fennallnak az Euler-formulabol
ismert Osszefiiggések:

> p2n
chz = cos(iz) = Z
|
— (2n)!
S 0 p2n+l
shz = —isin(iz) = Z 2nr 1)

n=0



2.3. Hanyados és gyokkritérium
2.17. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen a, > 0, ekkor

(a) 1. Halim, o 2t < 1, akkor > a, konvergens

Qn

2. Halim, o, “2= > 1, akkor > a,, divergens

Qn

(b) 1. Halimsup,,_, azﬂ“ < 1, akkor " a, konvergens.
2. Ha liminf, _ o a;“ > 1, akkor _ a, divergens.

2.18. Megjegyzés. A lim sup és lim inf hasznalata pontosabb megfogalmazést tesz lehet6vé:

¢ Ha limsup “2 = ¢ < 1, akkor véges sok n kivételével “2+2 < ¢ < 1 barmely ¢ < ¢ < 1.
e Ha liminf a"“ = ¢ > 1, akkor véges sok n kivételével “2+ > 1.

Bizonyitds. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyiik fel, hogy limsup,,_,., “2** = ¢ < 1. Ekkor barmely ¢ < g < 1-re véges sok n kivételével

an

Intl < g. Azaz létezik N € N, hogy minden n > N-re

An

an+1

<g<l1.

An,
Ekkor
2 k
ant+1 < qan, ant2 <ganyi < g an, ..., antk < ¢ an|

Igy a sor "farokrészét" majoralja a Yoo anq® mértani sor, ami konvergens, mert |q| < 1. Ezért az
eredeti sor konvergens.

Ha liminf, ,o 2 = ¢ > 1, akkor véges sok n kivételével “2*~ > 1. Ekkor a, monoton né (egy
indextdl kezdve), igy nem tarthat 0-hoz, tehat a sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel). O
2.19. Példa. Vizsgaljuk meg a Zn 1 ]J' sor konvergenciajat!

2.20. Megoldds.
Uny1 _ (n+1)! " n+l o o 1 n_>1<1
an, (n+ )7t nl (n4 1)ntt (n+1)"  (1+1) e

Tehat a sor konvergens.
2.21. Példa. Vizsgaljuk mega y | 4”(”?;2 sor konvergenciajat!
2.22. Megoldds.

any1  (2n+2)! 4n(n)?  (2n+2)(2n+1)  4n® +6n+ 2
an A ((n+ 12 (2n)!  4(n+1)2 C 4n2+8n+4

A hanyadoskritérium itt nem dont. Tovabbi vizsgalat sziikséges (A Stirling-formulabol kovetkezik, hogy

1

az Osszeadandok nagysagrendje n™2, ezért az Osszeg divergens).

2.23. Megjegyzés. Attol, hogy a”“ < 1 Vn nem kovetkezik, hogy a sor konvergens (lasd: harmonikus
sor), de ha a:“ <g<1Vn teljesul akkor a sor konvergens, ugyanis limsup < 1.

2.24. Példa. Vizsgaljuk mega y - | Eg—;l); sor konvergencidjat!
2.25. Megoldds.

any1  ((n+1)H2 (2n)! (n+ 1) _nf+2n+1 1 -1
an  (2n+2) (n)2  (2n+2)2n+1) 4n2+6n+2 4

Tehat a sor konvergens.

2.26. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen a, > 0. Ekkor:

(a) 1 Ha lim, o {/an <1, akkor > a, konvergens.



2 Halim, o /a, > 1, akkor > a, divergens.
(b) 3 Halimsup,,_, . /a, <1, akkor > a, konvergens.
4 Halimsup,,_,., ¥/a, > 1, akkor Y a, divergens.

Bizonyitds. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyiik fel, hogy limsup,,_,., /a, = ¢ < 1. Ekkor létezik olyan ¢, hogy ¢ < ¢ < 1, és véges sok n
kivételével /a, < q. Azaz létezik N € N, hogy minden n > N-re

Van <q¢ = an Sqn

Ekkor a sor "farokrészét" majoralja a ) .. \ ¢" mértani sor, ami konvergens, mert |q| < 1. Ezért a
majorans kritérium miatt az eredeti sor is konvergens.

Ha limsup,, ., {/an, = ¢ > 1, akkor végtelen sok n-re /a, > 1, azaz a, > 1. Ekkor a, /4 0, igy a
sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel). O

2.27. Megjegyzés. A gyokkritérium erésebb a héanyadoskritériumnél abban az értelemben, hogy ha a
hanyadoskritérium konvergenciat jelez, akkor a gyokkritérium is, de forditva nem mindig igaz. Vannak
sorok, melyekre a hdnyadoskritérium nem dént, de a gyokkritérium igen.

n
2.28. Példa. Vizsgaljuk mega y - | (3511) sor konvergenciajat!

2.29. Megoldds.
2n 2
Van = <1
T 3nr1 37

Tehat a gyokkritérium alapjan a sor konvergens.

TL2 e .
2.30. Példa. Vizsgaljuk mega y | (1 + %) sor konvergenciajat!
2.31. Megoldds.
1 n
Way, = (1 + ) —e>1
n
Tehat a gyokkritérium alapjan a sor divergens.
2.32. Példa. Vizsgaljuk mega y - | ﬁ sor konvergenciajat!
2.33. Megoldds.
1
Ya,=——>0<1
Inn

Tehat a sor konvergens.

n

2.34. Példa. Vizsgéljuk meg a > o2 | 52— sor konvergencidjét!

n=1 2n.n!
2.35. Megoldds. Ttt a gyokkritériumot alkalmazzuk:

i/ =

n

n
2-3/nl 2.l

Ismert, hogy ¥/n! ~ 2 (Stirling-formula), igy

n
2.

L Ay ™~

€
=->1
2

o3

Tehat a sor divergens.

2.36. Példa (Hatéreset). Vizsgaljuk mega > o 1 és 3> | I sorokat a gydkkritériummal!

n=1n

2.37. Megoldds. Mindkét esetben:

1 _ _plnn
%Z\n/fp:n”/":e el =1
n

A gydkkritérium nem dont (a hatarérték 1), pedig az egyik sor divergens, a masik konvergens.
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2.38. Példa. Vizsgéljuk meg a kdvetkezs sort:

> -L . ha n paros
Z a,, ahol a, =<2 )
ha n paratlan

2.39. Megoldds. Szamitsuk ki a gy6kok lim sup-jat:

, ha n paros

W N[

, ha n paratlan

=

Ekkor limsup {/a, = 1 < 1, igy a sor konvergens. (Valoban, a sort majordlja a ) s~ konvergens mértani

sor.) A hanyadoskritérium nem dénti el a konvergenciat, mert limsup “*+ = oo, liminf 241 = 0
n n

2.40. Példa. Vizsgéljuk meg a kdvetkezs sort:

o n

n
;3”-71!

2.41. Megoldds.
n

n
{L/a: n N3'

e
=-~0906 <1
3

o3

Tehét a sor konvergens.

2.42. Példa. Vizsgaljuk meg a kovetkez§ sort:

= /on—1\"
Z <3n+2>

n=1

2.43. Megoldds.
2n —1 2
n n = — 1
Vin =372 73 °

Tehat a sor konvergens.

2.4. Integralkritérium

2.44. Tétel (Integralkritérium monoton csokkend, nemnegativ fiiggvényekre). Legyen f(z) > 0 monoton
csokkend a [K,00) intervallumon (K € N). Ekkor a

numerikus sor pontosan akkor konvergens, ha az

o0
/ f(z)dx
K
improprius integrdl konvergens.
Tovdbbd, ha a sor konvergens, akkor érvényes a kévetkezd becslés a maradékra:

e Y f0< [ f@a
k=n+1 n

n+1

Bizonyitds. S — Sp = apq1+ apgo... < f:o f az abrabol nyilvanvaléan, vagyis

i akg/:of(x)dx

k=n+1

11



Qn

n n+ln+2

Ugyanebbdl a gondolatmenetbdl adodik, hogy

Zak/f

k=n-+1

Qnp

n+ln+2n+3

2.45. Példa. Vizsgaljuk mega > oo, ——
2.46. Megoldds. Legyen f(x) = —— a [2,00) intervallumon. Ekkor

zlnx

sor konvergencijat!

/OO ! dz = [In(lnz)]y" = lim In(Inbd) —In(In2) =

rlnz b—o0
Az integral divergens, igy a sor is divergens.
2.47. Példa. Vizsgaljuk meg a >~ , m sor konvergencidjat!

2.48. Megoldds. Legyen f(x) = W a [2,00) intervallumon. Ekkor

/Oo;dx* fim*0+i<oo
o z(nz)2 " | Inz|, In2

Az integral konvergens, igy a sor is konvergens.
2.49. Példa. Vizsgaljuk mega > o, ——t——
2.50. Megoldds. Legyen f(r) = ———+—— a [3,00) intervallumon. Ekkor

zlnz-Inlnzx

sor konvergencidjat!

> 1
——  dx = [In(Inl ©
/3 rlnz-Inlnzx o = [In(Innz)]; 0

Az integral divergens, igy a sor is divergens.
2.51. Példa. Becsiiljiikk meg a > > | -5 sor n-edik maradékat!
2.52. Megoldds. Az 1ntegralkr1ter1um becslése alapjan:

~ 1 | |
n+1 — n

Kiszamolva az integrédlokat:

Tehat a maradék ~ %

12
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2.53. Példa. Becsiiljiik meg a > 2 % sor maradékat n = 10%-ra!

n=2 n(lnn)?

2.54. Megoldds. Az integralkritérium becslése alapjan:

> 1 = 1 > 1
———dx < < / ——5 dz
/n+1 z(Inz)? k:;rl k(lnk)? n z(lnz)?
Kiszamolva az integréalokat:
[ 1 r 1 1
- =— <R, <—
Inz| ., In(n+1) Inn

Ha n = 10%, akkor Inn = 13.8, igy R,, ~ 0.072. Kiszamolva a pontos értéket R,, ~ 0.074-t kapunk, vagyis
a becslésiink jo.

3. Tetszbleges elGjeld sorok

3.1. Abszoluat és feltételes konvergencia
3.1. Definici6. A ) 7, a, sort abszolut konvergensnek nevezziik, ha a Y | |a,| sor konvergens.
3.2. Tétel. Az abszolut konvergens sorok konvergensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy > |a,| konvergens. Mivel
0 < ay + |an| < 2an,

ezért a majorans kritérium miatt Y (a, + |a,|) is konvergens. Ekkor

Zan = Z(an + |anl]) — Z |ay|

két konvergens sor kiilonbsége, igy konvergens. O

3.3. Definicié. A Y a, sort feltételesen konvergensnek nevezziik, ha konvergens, de nem abszolut
konvergens.

3.2. Leibniz-tipusa (alternalé) sorok

3.4. Tétel (Leibniz-kritérium). Legyen (a,) monoton csokkend, nulldihoz tartd, nemnegativ sorozat. Fk-

kor a
oo

Z(—l)”“an =a1—az+az—as+...

n=1

alterndlo sor konvergens. Tovdbbd a maradékra teljesil, hogy
|S - Sn‘ S Ap+1,
ahol S a sor dsszege, Sy, pedig az n-edik részletisszeg.

Bizonyitds. Vizsgéljuk a paros és paratlan indext részletosszegeket.

Legyen Sa, = (a1 — a2) + (a3 — a4) + ... + (a2n—1 — a2,). Minden zarojelben az els6 tag nagyobb a
méasodiknél (monotonités), igy Sa,, monoton névekvs.

Legyen So,41 = a1 — (a2 — as) — (a4 — a5) — ... — (a2, — G2p41). Minden kivonés utan pozitiv tag
kovetkezik, igy So,4+1 monoton cstkkend.

Tovabba Sa,, < Sap,4+1 minden n-re, mert Sap1 — Son = agpy1 > 0.

Son < Sok+1, mert ha N = max(n, k), akkor

San < San < Soni1 < Sapqa
Son nOVE, Sa, < 51 (az el6z6 pont miatt) = 3S* = lim So,, véges

S* < Sopy1 = IS* < 5™ = lim Sopy1

13



Son < 8% < 8% < Sont1, 0 < Sopnt1 — Son = agng1 — 0, ezért S* = S** — > a, konvergens
Hibabecslés: 0 S S — Sgk S Sgk+1 - Sgk < A2k+1 és 0 § S2k+1 - S5= Sgk+1 - Sgk+2 = A2k+2, Vagyis
ezek alapjan a maximumot kivalasztva a hiba mértéke:

|Sn - S| = a2n+1
O]

_1\n+1 . .
3.5. Példa. A > 7, 17)1 (valtakozé el6jelti harmonikus sor) konvergens, mert a, = % monoton

csOkkend és tart 0-hoz. Nem abszolut konvergens, mert Z% divergens.

3.6. Pelda. A > (—1)*! \} Leibniz-tipusi sor, konvergens, de nem abszolit konvergens.

3.7. Példa. Vizsgaljuk meg a » | sin(mv/n? + 1) sort!
3.8. Megoldds.

Zsmﬂ' n? + Z n(mn +7(vVn?+1—n)) Zcosmz sin(m(v/n? + 1 —n))
n=1 (*1)" sul(\/ern)

és

_ 0
n2+1—|—n\

mert nulldhoz kézelediink

3.9. Példa. A Y 7 (—1)"*1-L sor

n?P

e p > 1 esetén abszolut konvergens.
e 0 < p <1 esetén feltételesen konvergens.
e p < 0 esetén divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel).

4 T oo (= )"+
3.10. Példa. Vizsgaljuk meg a )~ ~—— sort! Ez abszolut konvergens, mert Z konvergens.

3.11. Példa. Vizsgéljuk meg a ZZO:Z (lfnlzbn sort! Ez Leibniz-tipusd, konvergens, de nem abszolut kon-
vergens, mert ﬁ divergens.

3.12. Példa. Vizsgaljuk mega y - | CUn gort

n2+1
3.13. Megoldds. a, 2: n%gl ~ %L, 2ami 0-hoz tart, de a monotonitast ellenérizni kell. f(z) = FEm
derivaltja f/(z) = £ ( ;g:f)g" = (3512 :’31)2, ami x > 1 esetén negativ tehét n > 2-re monoton csokken. Igy
Leibniz-tipusi, konvergens. Nem abszoltt konvergens, mert ) —"— Z divergens.

3.14. Példa. Vizsgaljuk meg a Y~ €T sort! Mivel cosnm = (71)", ez megegyezik a valtakozo
el6jeld harmonikus sorral, tehat feltételesen konvergens.

3.15. Példa. Vizsgaljuk mega > oo, \C/OSZ% sort!

3.16. Megoldds. % = \(/%, ez Leibniz-tipusid, mert a,, szigortan monoton csékken és nulldhoz tart,
tehat konvergens. Nem abszolut konvergens.

3.17. Példa. Vizsgéljuk meg a Y | 1=S50% sort!

3.18. Megoldds. 1—cosnm = 1—(—1)", ami n parosra 0, n pératlanra 2. Igy asor Y ;2| 5725 =22 5727,
ami divergens (hiszen a harmonikus sor divergens).

3.19. Példa. Vizsgaljuk mega y - | 1*“’% sort!

3.20. Megoldds. Hasonloan az el6z6hoz, ez Y o \/% ~y %, ami divergens.

3.21. Példa. Vizsgéljuk meg a > .-, (ch 1 — 1) sort!
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3.22. Megoldds. Ch% - 1= # + 241714 +...~

#, igy a sor abszolit konvergens.

3.23. Példa. Vizsgaljuk mega > - In (1 + #) sort!

3.24. Megoldds.

In (1 + (_;)n) = (_;)n —~ # + (;gn — ...

A fotag (771L)" egy feltételesen konvergens sort ad, a tobbi tag > # tipust, ami abszoltat konvergens. Igy

az eredeti sor feltételesen konvergens.

3.3. Atrendezési tételek

3.25. Tétel (Atrendezési tétel abszolut konvergens sorokra). Ha a Yoo | an sor abszolit konvergens,
akkor az dsszeadanddk tetszdleges dtrendezésével kapott oo | al, sor is konvergens, és Gsszege megegyezik
az eredeti sor dsszegével:

o0 o0

Z al, = Z an.

n=1 n=1

3.26. Tétel. Ha a Y a, sor feltételesen konvergens, akkor a pozitiv tagokbdl dllé sor divergens (+oo-hez
tart), a negativ tagokbol dllé sor pedig divergens (—oo-hez tart). Formdlisan:

Zanz—i-oo, Zanz—oo.

an>0 an<0

3.27. Megjegyzés. A tételben csak az lehetséges, hogy a negativ tagok Gsszege —oo, a pozitivaké oo,
kiilénben ha barmely véges lenne, akkor divergens lenne a sor.

3.28. Tétel. Legyen > a, egy feltételesen konvergens sor. Ekkor tetszéleges B € RU {400, —c0} esetén
létezik a sornak olyan dtrendezése, amelynek dsszege B.

Bizonyitas vazlat. A feltételesen konvergens sorokra a pozitiv tagok Osszege 400, a negativ tagok dsszege
—o00. Az atrendezést a kovetkezSképpen konstrualjuk:

1. Ha B véges, akkor vegylink annyi pozitiv tagot, hogy 6sszegiik meghaladja B-t, majd annyi negativ
tagot, hogy 0sszegiik B ala csokkenjen, majd ismét pozitiv tagokat, stb. Mivel a tagok nullahoz tartanak,
ez az eljaras konvergalni fog B-hez. Ha iigyeliink arra, hogy minden lépésben az addig fel nem hasz-
nalt legkisebb indext pozitiv illetve negativ 6sszeadanddkat hasznéljuk, akkor igy minden Gsszeadandot
felhasznalunk a végén, tehat Y a,, egy atrendezését kapjuk.

2. Ha B = +o00, akkor az atrendezést igy konstrualjuk:

Vegyiik sorra a pozitiv és negativ tagokat (mindig a még fel nem hasznalt legkisebb indextit). Az
n-edik lépésben addig adunk Ossze pozitiv tagokat, amig a részosszeg meg nem haladja az n-et, majd
hozzadadunk egy negativ tagot.

Mivel minden 1épésben csak véges sok tagot hasznélunk fel, és minden tag sorra keriil, valéban atren-
dezést kapunk. A részosszegek minden n-re meghaladjak az n-et, ezért a sor dsszege +o0.

3. Ha B = —o0, hasonléan, a negativ tagok dominalnak. O

3.29. Példa. A Y7 (—1)"T'1 (valtakozo elSjelti harmonikus sor) feltételesen konvergens. Ennek a
sornak az 6sszege In2 (ha az eredeti sorrendben hagyjuk). Atrendezéssel azonban barmilyen valés szam
elsallithato Gsszegként.

3.30. Példa. Mutassuk meg, hogy a >~ , (—1)”“% sornak létezik olyan atrendezése, amelyik % In 2-hez
konvergal!

3.31. Megoldds. Vegyiik a kovetkez§ atrendezést:

1Jr1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7T 4 9 11 6

azaz két pozitiv tag utan egy negativ tag kovetkezik. Jelolje S ezen atrendezett sor Gsszegét. Szamolassal
igazoljuk, hogy S = %ln 2.
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Csoportositsuk a tagokat harmasaval:

o - L 1
B 4k—3  4k—-1 2k)°
k=1
Irjuk fel a In 2 ismert sorfejtését a valtakozo harmonikus sorbol:

oo

1 11 1 1 1
n2 = B L o e A B
N n;( - 5737175 6"
Most vegyiik ennek a sornak a kovetkezs linearis kombinaciojat:

1
In2 + 51112 = glnl

Szamitsuk ki ezt masképp:

312 1 1+1 1+1 1+ +1 1 1+1 1+1 1+
21n2 = 4T 4oy (124242 _Z ...
2 2 3 4 5 6 2 2 3 4 5 6

A masodik tagban szorozzuk be a %—t a sorba:

312 1 1+1 1+1 1+ n 1 1+1 1+1 1+
“ln2 = oy 4y ... s Iy 4
2 2 3 4 5 6

Most adjuk Gssze a két sort tagonként. Vegyiik észre, hogy a mésodik sorban a %—es tagok éppen
kitoltik a hianyzé paros nevezdjd tagokat, de elGjelesen:

- (o) () (D)0 () () (4-D)-

Egyszertisitve:

312_1+1 1+1+1 1+1 1
2 T T3 T T T T T4 9T 6
Ez pedig éppen az atrendezett sorunk, tehét:

S = ;1112.

Ezzel igazoltuk, hogy a megadott atrendezés valoban %ln 2-hez konvergal.

3.32. Példa. A > 7, (71/);+1 sor feltételesen konvergens, mert a, = ﬁ monoton csokken és tart 0-hoz,
de > ﬁ divergens.

3.33. Példa. A > 7 | (7173: " sor abszolit konvergens, {gy barmely atrendezése ugyanahhoz az 6sszeghez
konvergal.

3.34. Megjegyzés. A Riemann-féle atrendezési tétel jol mutatja a feltételesen konvergens sorok "instabili-
tasat": az Osszeg fligg a tagok sorrendjétsl. Ezért ilyen sorokkal ovatosan kell banni, példaul szorzéasnal
vagy mas miiveleteknél.

4. Hibabecslés numerikus sorokra
Héarom fontos modszer a sorok maradékanak (hibajanak) becslésére:

4.1. 1. Integralkritérium esetén

Ha f(x) > 0 monoton csdkkend fiiggvény a [K, 0o)-n, akkor a Y .- f(n) sor maradékéra:

| twas < S I < | twa

k=n+1
Azaz a hiba (a sor n-edik részletsszeg utani része) két integral kozé szorithato.
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4.2. 2. Leibniz-tipusu (alternald) soroknal

Ha a Y o7 (—=1)""ta, sor teljesiti a Leibniz-kritérium feltételeit (a, > 0, monoton csokkend, a,, — 0),
akkor a maradékra:
IS — Su| < ang1

Azaz a hiba nem nagyobb a sor kévetkezs tagjanak abszolut értékénél.

4.3. 3. Majorans kritérium alkalmazasaval

Ha |a,| < by, és > b, konvergens, akkor > a,, is konvergens, és a maradékra:

[e'S) [eS) [eS)
SS=| 3w Y s >
k=n-+1 k=n+1 k=n+1

Azaz a hibat majoréalja a ) b, sor megfelel6 maradéka.
4.1. Példa. A > 2 sor esetén hany tagot kell 6sszeadni, hogy a hiba 10~2-nél kisebb legyen?
4.2. Megoldas. Hasznaljuk az integralkritériumot:
=1 > 1 11> 1
Y[ e
Azt szeretnénk, hogy < 1072, azaz n > 100. Tehat n = 101 tag mar elegendd a kivant pontossaghoz.
4.3. Példa. A Y 2 L -3 sor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 10-nél!

4.4. Megoldds.
/ LT _ ! = 0.005
10 3¢ 202 |, 200

4.5. Példa. A valtakozo elGjeld harmonikus sor Y o (_17):“ esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba
10~3-nél kisebb legyen?

k 11
Tehat a hiba kisebb, mint 0.005.

4.6. Megoldds. Leibniz-tipust sorrol van szd, igy |S — Sp| < apt1 = #—1 Azt szeretnénk, hogy <

1073, azaz n + 1 > 1000, vagyis n > 1000. Tehat 1000 tag utan a hiba mar kisebb, mint 0.001.

1
n+1

4.7. Példa. A >, (ﬂni sor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 5-nél!

4.8. Megoldds. Leibniz-tipust sor, a maradék: |S — Ss| < ag = % = ﬂ ~ 0.00463.

4.9. Példa. A Y777 | S0T sor esetén becsiiljitk meg a hibat n = 10-nél!

1
n2o

COS N

4.10. Megoldds. Mivel |37

és > -1 konvergens, a majorans kritériummal:
n

Zk? /0 —dr=15=01

Tehat a hiba kisebb, mint 0.1. Azonban tudunk ennél jobb megoldast is talalni. Ha kihasznaljuk, hogy

cosnm = (—1)™, akkor a sor:
n?+1

n=1

<

_1
= n2+1
cos km

211
k:llk +1

Ez egy Leibniz-tipust sor, mivel a,, = n%ﬂ pozitiv, monoton csokkend és tart 0-hoz. Emiatt a sor Gsszege
és az n-edik részletosszeg kiilonbsége (a hiba) nem nagyobb, mint a soron kévetkezs els§ elhagyott tag

abszolut értéke. Igy n = 10 esetén:
1 1
Ryl < = ———— = — =~ 0,0082
Bl < a1 = 3577 = 755 &0

Ez joval pontosabb becslés, mint a 0.1.
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4.11. Példa. A > | % sor esetén hany tag kell a 10~2 pontossaghoz?

4.12. Megoldds. Leibniz-tipusi sor, hiszen a,, = Tl_% pozitiv, monoton cstkkeng és tart 0-hoz. A mara-

dékra:
1 1

3n+1)+5 3n+8

Azt szeretnénk, hogy STl+8 < 1072 = 0.01, azaz 3n + 8 > 100, vagyis 3n > 92, n > 30.67. Tehat n > 31
tag kell.

|S - Sn| < Up41 =

-1 n+1

4.13. Példa. A Y 7| % sor esetén becsiiljik meg a hibat n = 4-nél!

4.14. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, |S — Sy| < as = & = m ~ 2.76 - 1075, ami rendkiviil pontos
kozelitést ad.
4.15. Példa. A 32 | oo sor esetén becsiiljiik meg, hany tag kell a 1073 pontossaghoz!

4.16. Megoldds. Mivel m < 4, és 3 L konvergens, hasznaljuk az integrélkritériumot:
i L _ /°° L [ 1 ]O" 1
il Cdr = |- | =
1= 1 3 3
Wo k n T 3x3|,  3n

Azt szeretnénk, hogy # <1073, azaz 3n® > 1000, n® > 333.3, n > 6.93. Tehat n > 7 tag kell.

4.17. Példa. A Y7 | (_nl_);:rl sor esetén becsiiljik meg a hibat n = 5-nél!

4.18. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, |S — S5| < ag = 6_126 = ﬁ = ﬁ ~ 0.0026.
4.19. Példa. Melyik n-re lesz a Z;iwrl ;713 hiba kisebb, mint 10=4?

4.20. Megoldds. Integralkritériummal:

7 <1071 = 20?2 > 10" = n? > 5000 = n > 70.71, tehdt n > 71.

4.21. Példa. A Y7 (_%H sor esetén hany tag kell a 10~2 pontossaghoz?
1 1

4.22. Megoldds. Leibniz-tipust sor, |S — S,| < ap41 = VSR Azt szeretnénk, hogy T < 0.01, azaz
vn—+1>100, n+ 1 > 10000, n > 9999. Tehat n > 10000 tag kell.

4.23. Példa. Vizsgaljuk mega > M sort!

2n—

4.24. Megoldds. El6szor egyszertsitsiik a szamléalot:
n+1)2=m*4+n)=n*+2n+1-n>-n=n+1

Igy
n+1
2n—1

Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, a sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel).

1
ap, = —>§7§O (n — o)

4.25. Példa. Vizsgaljuk mega y | Cn=D" §or konvergenciajat!

n!

4.26. Megoldds. Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

anty1  (2n41)mH n! (2n4 1"t
an  (n+1)!  @2n-1Dn  (n+1)(2n—1)»
2n+1 (2n+1\"
= ntl (2n+ —2.el=2>1
n+1 2n —1

Tehét a sor divergens.
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4.27. Példa. Vizsgaljuk meg a > % sort! Leibniz-tipust-e? Ha igen, adjunk hibabecslést!

4.28. Megoldds. Legyen a,, = 3n+8 Ekkor:

e a, > 0 minden n € N-re
e @, monoton csékkenc‘i mert a,4+1 =

— 0

<Lt =uq,

_1
3n+ll > 3n+8

e a, — 0, mert o= +8

Tehat a sor Leibniz-tipusi, igy konvergens. A maradékra:

1 1

S — S| < angr = —
| Ty wrr-Rl e

4.29. Példa. A Y7 | (_173;“ sor esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba 10~3-nél kisebb legyen?

430 Megoldds Leibniz-tipust sorr6l van szd, igy |S — Sp| < apt1 = i Azt szeretnénk, hogy

1
n+1)2"

(n+1)2 <1073, azaz (n +1)% > 1000, n + 1 > 31.62, tehat n > 32 tag kell.

4.31. Példa. A Y #T), sor esetén becsiiljiik meg S — Sz értékét!

4.32. Megoldds. Leibniz-tipust sor, |S — S3| < ay = & = z555 ~ 1.98-107%.
4.33. Példa. Dontsiik el, hogy a > | T _f?h““; sor konvergens-e!

4.34. Megoldds. Hasznaljuk az integral kritériumot. Legyen ¢t = chz, ekkor dt = shx dz, igy

* _sh > dt
/1 % dr = /1 e arctg(ch(oo)) — arctg(ch(1)) = g — arctg(ch(1))

ami véges, tehat a sor konvergens
4.35. Példa. A Y 7 | ﬁ sor esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba 10~3-nél kisebb legyen?

4.36. Megoldds. A sor majoralhato:

f: L f: LApg 14— ! + < 3 n*2
ot BT L R (et ) n+2 (n+2)(n+3) )T (n+1)! n+l

1

3 .
(n+3)! 1—717Jr4 (n+3)

(n + 3)! > 3000. Mivel 7! = 5040 > 3000, n + 3 > 7, azaz n > 4 tag kell.

Egyszertibb becslés: ZZ‘;”H (ki2)! < Azt szeretnénk, hogy Ay ), < 1077, azaz

4.37. Példa. Vizsgaljuk meg a > 00 | 27 sort!
4.38. Megoldds. Hanyadoskritériummal:

anyr 3"l 3

- o 2 o<1
an, (n+1)! 3» n+1

Tehat a sor konvergens. (Valojaban Y 37 =e? —1.)

4.39. Példa. Vizsgaljuk meg a Zn 1 ;}' sort!

4.40. Megoldds. Hanyadoskritériummal:

any1 _ (n+ 1! 3" n41
an = 3n+1 m— 3 — 00> 1

Tehét a sor divergens.

4.41. Példa. A Y 7| ED™ or esetén becsiiljiik meg S — Sy értékét!

n-2m

4.42. Megoldds. Leibniz-tipust sor, |S — S1o| < aj; = 11_1211 = 11_21048 = 22528 ~4.44-107°.
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4.43. Példa. Vizsgaljuk meg a > sort!

© 1
n=1 \/ﬁ.Qn

4.44. Megoldds. Mivel \/ﬁl_zn < 2%, és > % konvergens, a majorans kritérium miatt az eredeti sor is

konvergens.

4.45. Példa. Vizsgaljuk mega y | (_1)3# sort!

4.46. Megoldds. Abszolut értékre: ’(71;7"“" = 3v. Hanyadoskritériummal:

(n+1)/3"*t1  n+1 1
= So<1
PYET 3n 3 °

Tehét a sor abszolut konvergens, igy konvergens is.

5. Sorok szorzata

5.1. Definici6 (Cauchy-szorzat). Legyen Y - a, és > b, két sor. Ekkor a két sor Cauchy-
szorzatan a

o0 n
E Cp, ahol ¢, = E arbn—_p
n=0 k=0

sort értjiik.

5.2. Megjegyzés. A Cauchy-szorzat gy is felfoghatd, mint a formalis hatvanysorok szorzata:

(o) () S35

5.3. Tétel (Mertens-tétel). (a) Ha >, a, = A és > b, = B konvergens sorok, és legaldbb az egyik
abszolit konvergens, akkor a Cauchy-szorzat Y ¢, is konvergens, és

o0

ch:A~B.

n=0

(b) Ha > a, és> by, is abszolit konvergens, akkor > ¢, is abszolit konvergens.

5.4. Példa. Legyen a,, = E;:T)_Z és b, = E;:T)_Z Tekintsiik a két sor Cauchy-szorzatat!

5.5. Megoldds. Mindkét sor feltételesen konvergens (Leibniz-tipusd, de nem abszolut konvergens). A
Cauchy-szorzat:

R N Gl D o SIS SRR
=2 it it Y <ﬁ¢ﬁ i)

= |cp| > (n+1)%+1 =1 4 0igy a szorzat divergens. Ez mutatja, hogy a Mertens-tétel feltétele (legalabb

az egyik sor abszolut konvergenciaja) sziikséges.
5.6. Példa. Szamitsuk ki a Y.~ 1 ¢" (Jg| < 1) mértani sor Snmagéval vett Cauchy-szorzatat!

5.7. Megoldds. Legyen a, = q", b, = ¢". Ekkor

n

n
en=) q" " =) q" = (n+1)g".
k=0 k=0
A Mertens-tétel szerint (mivel |g| < 1, a sorok abszolut konvergensek):

i(m D" = (1>2.

n=0 1_q
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5.8. Példa. Szamitsuk kia Y oo oL és > Cauchy-szorzatat!

n=0 n'
5.9. Megoldds. Legyen a, = %, b, = % Ekkor
"1 1 1 (n) 27
Cn = — = — = —
n | — k) | Z ( ) |
=k (n—k) nl = \k n

Igy a Cauchy-szorzat: ZZOZO % = ¢2. Valéban, e-e = e2.

5.10. Példa. Szamitsuk kia Y.~

és Yo, & Cauchy-szorzatat!

5.11. Megoldds. Legyen a, = (_1)n7 b, = 2. Ekkor

n! n!

R T ROV U
cn—z k! '(nk)!_n!k;)(—l)k(k>_n!(1—1) =

k=0

Ami n = 0-ra 1, n > 0-ra 0. Tehat a Cauchy-szorzat: 1 +0+0+...=1, amie™!

5.12. Példa. Szamitsuk kia ) -, %,l és Yy, 3’7’77 Cauchy-szorzatat!

5.13. Megoldds. Legyen a,, = ””n—T!L, b, = %, Ekkor
ko ynh kyn—h — (+y)"
= = ()= O
k=0
(z+y)"

= e ™Y ami e” - e¥ = e®Y-nak felel meg.

Igy a Cauchy-szorzat: Y o )

5.14. Példa. Tekintsik a Y.~ 2n es >, 3n Cauchy-szorzatat!

5.15. Megoldds. Mértani sorokrol van szo, a,, = %, b, = ﬁ. Ekkor

S SRS E B o ) R I B 75 s
" — 2k 3n—k_3nk20 2)  3n 1-3/2

i (3/2)n+1 -1 B g 3n+1 ) i 3
3n 1/2 - 3n \ 2ntl

on  3n

Igy a Cauchy-szorzat: > o, (& — =) :3-é—2-1_1% =3.2-2-32=6-3=

1 .1 _9.3_-3
-3 1-31 2

5.16. Példa. Polinomok szorzataként is felfoghaté a Cauchy-szorzat:

A+q+P+P)A+q+P+) =1+2¢+3¢%+4¢° +3¢* +2¢° + ¢°

Itt60:1,61:2,62:3,632476423705:2706:1.

5.17. Példa. Legyen

aholag=1,a,=—(3)" (n>1),bo=1,b, = ()" 2"+ &) (n > 1).

Ekkor .
Cp = Zakbnfk = bn +an + Z akbnfk
k=0 k=1

() ) (- 2E @) ()
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n n—1
3 n 1 n—k 1
() (oS (e )
k=1
n—1 n—1

-k _ —

Mértani sorokkal:

Igy

(3L LN (3\" 3 (3
S \2 on  on—1 )\ 2 on T \4
Mive10<%<17 ezért ¢, — 0, és
oo o0 3 n
So=3s(3)
n=0 n=0

konvergens mértani sor.

6. Tobbvaltozos fiiggvények

6.1. Az R? tér
Rd = {(13171‘2, . ,Id) T € R}
6.1. Definicié. Egy d-véltozos fiiggvény: f: Dy C R? — R, ahol

e D;={zeR%: f(x) értelmezett} C R? az értelmezési tartoméany,
o Ry ={f(x):xz € Ds} CR az értékkészlet,
o Gy ={(z, f(z)) € R .z € Dy} a fiiggvény grafikonja.

6.2. Definicié. Az z = (21,22,...,74) € R? vektor (euklideszi) hossza (normaja):

|| = /a3 + 23 +... + 22
A norma tulajdonsagai:

1. |ex| = |e| - |z| minden ¢ € R-re
2. |z +y| < |z| + |y| (Minkowski-egyenlGtlenség)

6.3. Definicié. Az a € R? kézépponti, r > 0 sugari nyilt gémb:
By(r)={zx eR: |z —a| <7}

=1: By(r)=(a—r,a+7) (intervallum)
}( YER?: (2 —a1)? + (y — a2)? < r?} (korlap)

6.4. Példa. o d
= €T y
(z,y,2) €R3: (z—a1)? + (y — a2)* + (2 — a3)? < r?} (gdmb)

e d=2: B,(r)
e d=3: B,(r) =

2. Halmazok pontjainak osztalyozasa

6.5. Definicié. Legyen A C R? és x € R?.

e  belsé pontja A-nak, ha 3r > 0, hogy B, (r)

e z hatarpontja A-nak, ha Vr > 0: B,(r)N A # esB (r) N (RE\ A) # 0.

e x torlodasi pontja A-nak, ha Vr > 0: B,(r)NA végtelen sok pontot tartalmaz (vagy ekvivalensen,
tartalmaz z-t6l kiillonboz6 pontot).

e 1 izolalt pontja A-nak, ha 3r > 0, hogy B,(r) N A = {z}.

cA
0
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6.6. Megjegyzés. e bels6 pontok mindig elemei A-nak
e hatarpont, torlodasi pont nem feltétleniil
e izolalt pont szintén mindig eleme A-nak

6.7. Definici6. Az A C R% halmaz

e nyilt, ha minden pontja bels pont.
e zart, ha a komplementere (R?\ A) nyilt.

6.8. Példa. e R-ben az (1, 2) intervallum nyilt halmaz, mert minden pontjanak van olyan kérnyezete
(pl. » = min{z — 1,2 — z}), amely teljes egészében (1,2)-ben van.
e R%-ben az [1,2) x {3} halmaz nem nyilt és nem zart. Nem nyilt, mert egyetlen pontja sem belss
pont (egy szakasz a sikban nem tartalmaz korlapot). Nem zart, mert a komplementere nem nyilt:
a (2,3) pont minden kornyezete tartalmaz a halmazbol pontokat, igy a komplementer pontjai nem
lehetnek bels6 pontok.

6.9. Tétel. o ACR? nyilt <= egyetlen hatdrpontjdit sem tartalmazza.
o ACRY zirt <= az dsszes hatdrpontjdt tartalmazza.

6.10. Példa. Vizsgaljuk meg az alabbi halmazokat R-ben és R?-ben!
R-ben:

e (1,2) nyilt

o [—1,2] zart

e (—1,2] nem nyilt és nem zart (a 2 hatarpont, de nincs benne, azaz nem zart; de a -1 nem belss
pontja, hanem hatarpontja a halmaznak. Ezekbdl kovetkezik, hogy a halmaz se nem nyilt, se nem
zart.

2) x {3} nem nyilt (egy vonal a sikban nem tartalmaz belsé pontot)
x [1,2] zart

(—1,2] x {3} nem nyilt és nem zart

0 és R? egyszerre nyilt és zart

6.11. Tétel. Ha A C R nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A = R%.

Bizonyitds helyett. 3z € A,y ¢ A, az [x,y| szakaszon haladjunk; az els§ pont, ami nem eleme A-nak
hatarpont. O

6.12. Példa. Vizsgéljuk meg az alabbi halmazt R?-ben:
A={(z,y):0<2<1,0<y<1}
Figyeljiik meg, hogy ez egy egységoldali négyzet R2-ben.

e Bels6 pontok: {(z,y):0 <z < 1,0 <y <1} (a négyzet belseje)

e Hatarpontok: [0,1] x {0}uU{1} x [0,1]U[0,1] x {1} U{0} x [0, 1], vagyis a négyzet oldalai és csticsai

e Torlédasi pontok: A Gsszes pontja (mert a (1,1) pont is torlodasi pont, hiszen barmely kornyezete
tartalmaz a négyzetbdl szarmazd pontokat)

e Izolalt pontok: nincs (a (1, 1) sem izolalt, mert minden kérnyezetében vannak a négyzetbdl pon-
tok)

6.3. Nyilt és zart halmazok tulajdonsagai

6.13. Tétel. 1. Akdrhdny nyilt halmaz unidja nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Akdrhdny zdrt halmaz metszete zdrt.
4. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.

Bizonyitdas. 1. Legyen {G;}ier nyilt halmazok rendszere, és x € |J,; Gi. Ekkor létezik ig € I, hogy
x € Gy,. Mivel Gy, nyilt, 3r > 0, hogy B.(r) € Gy, € |U;c; Gi- Tehat az unio is nyilt.
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2. Legyen Gy, ...,G, nyilt halmazok, és = € (_; G;. Ekkor minden i-re z € G, igy 3r; > 0, hogy
B, (r;) C G;. Legyenr = min{r1,...,7,} > 0. Ekkor B, (r) C G; minden i-re, igy B,(r) C (i, G;.
3. F zart <= R?\ F nyilt.
RN\ MNyer B = Uie; R\ Fi nyilt és az el6z6 pont miatt az uni6ja a halmazrendszernek is nyilt,
vagyis [);c; Fi zart.
4. RE\ Uier = User R?\ F; nyilt és ugyanigy az el6z6 pont miatt a a metszete ezeknek szintén nyilt.
O

Jelolje xp, = (Tn1,Tn2,...,Tna) € R? egy pontsorozatot, és x = (z1,x2,...,24) € R? egy hatarér-
tékpontot.

6.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (x,,) sorozat konvergal x-hez, ha

lim |z, — x| =0,
n—roo

azaz

\/(a:ml —21)?+ (Tn2 —x2)2 + ...+ (Tn,a — zq)?2 — 0.
Jelolés: x, — x vagy lim,, _, x, = T.
6.15. Tétel. =, — x akkor és csak akkor, ha minden koordindtdra =, ; — x; (i=1,2,...,d).
Bizonyitds. (=) :

|Zn: — i < —2| =0 = 2y, — 2

(<) : xn, — x4, akkor

d
Z($n,i—$i)2—> 0+...+40=0.
i=1

6.16. Példa. (z,,,yn) = (%, n%l) —(0,1), mert £ —0és 25 — 1.

n

6.17. Példa. (wn,yn) = (S5 14+ ) = (0,1).

6.18. Tétel. Egy A C R? halmaz pontosan akkor zdrt, ha birmely x,, € A konvergens sorozat esetén
limz, € A.

Bizonyitds. =: Tegyiik fel, hogy A zart, és x,, € A, x,, — x. Indirekt tegyiik fel, hogy = ¢ A. Ekkor
x € R\ A, ami nyilt, igy létezik r > 0, hogy B,(r) C R%\ A. Mivel z,, — =, elég nagy n-re |z, — x| < r,
azaz T, € B,(r) CR?\ A, ami ellentmond z,, € A-nak.

«: Tegyiik fel, hogy A nem zart, azaz R?\ A nem nyilt. Ekkor létezik € R?\ A, hogy minden
r > 0-ra B,(r)N A # (). Valasszunk r,, = 1-hez egy z,, € B,(r,) N A pontot. Ekkor =, € A, ,, — z, de

n

x ¢ A, ami ellentmond a feltételnek. O

6.19. Példa (Forgasi feliilet). Legyen g(t) egyvaltozos fliggvény. Ekkor az

flz,y) =g (\/w2 + y2)

fiiggvény grafikonja tgy all el6, hogy a z = g(x) gorbét (az xz-sikban) megforgatjuk a z tengely koril.
Példéul ha g(t) = 6 — t?, akkor
f(xay> =6- ($2+y2)

egy forgasi paraboloid, amely a z = 6 — 22 parabola megforgatasaval keletkezik.
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6.20. Példa (Nevezetes feliiletek R3-ben). e Sik: ax + by + cz = d, ahol a® + b? + ¢? > 0.

e Gémb: 22 + y? + 22 = R? (kdzéppont az origd, sugar R).

Feélgémb: z = \/R? — 22 —y? (2 > 0).
Ellipszoid: % + % + 2 = 1,
Kup: 22 = 2% + y° (kettSs korktp, 45°-os félnyilasszog, cstics az origdban).

Forgéasi paraboloid: z = 22 + y? (vagy z = 6 — (22 + ¢?)).

Korkap: 22 = x2 + 32

6.4. Polarkoordinatak
6.21. Definicio. Sikbeli polarkoordinéatak:
T=rcosp, Yy=rsiny
ahol r > 0 a pont origotol mért tavolsaga, ¢ € [0,27) az z-tengelytsl meért szog.
6.22. Példa. e r = 2: 2 sugart kor
e o =m/4: az origdbdl induld, 45°-os félegyenes

o r=2cosp (J¢| <7/2): az (1,0) kdzépponti, 1 sugara kor
o r = ¢ (Arkhimédészi spiral, ha ¢ > 0)
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7. Hatarérték és folytonossag

7.1. Tobbvaltozos hatarérték

7.1. Definicié. Legyen f:R% D Dy »Résac R? torlodasi pontja Dy-nek. Azt mondjuk, hogy f-nek
létezik hatarértéke a-ban és ez A € R, ha

Ve>036>0: z€ Dy, 0< |z —a|<d = |f(x) -4 <e.
Jelolés: lim f(z) = A.
r—a

7.2. Megjegyzés. e Nem sziikséges, hogy a € Dy (azaz f értelmezve legyen a-ban).
e Ha a € Dy, akkor f(a) értéke fliggetlen a hatarértéktdl (lehet, hogy f(a) # limg_, f(x)).
e A definici6 lényege: ha x kézelit a-hoz (de nem egyenld vele), akkor f(z) kozelit A-hoz.
e Mivel a torlodasi pont, x-szel tetsz6legesen kézel mehetiink a-hoz ugy, hogy = # a és x € Dy.

7.3. Tétel (Atviteli elv). Legyen a torléddsi pontja Dy-nek. Ekkor
lim f(z) = A

r—a
akkor és csak akkor, ha minden x,, € Dy, x, # a, T, — a sorozatra f(z,) — A.

7.4. Tétel (Miveletek hatarértékkel). Legyen f,g:R? — R lim, ., f = A € R,lim, .,9g=BE€R ésa
torloddsi pontja Dy N Dy-nek. Ekkor:

1. ;ig}l(f:tg)(x):A:I:B
2. il_rg(cf)(x) =c-A (aholceR)
3. lim (f-g)(z)=A-B

A
4. Ha B # 0, akkor lim M =
r—a g((p) B
A fenti allitasok érvényben maradnak A = +oo és/vagyB = 400 esetén is, amennyiben a jobb oldal
értelmes.

Bizonyitds. Az atviteli elvvel visszavezetjiik egyvaltozos sorozatok hatarértékére. O
7.5. Példa. Szamitsuk ki a  lim Y phatarértéket az atviteli ely segitségével!

(@,9)—(0,0) 22 + y?
7.6. Megoldds. Vizsgéaljuk meg kiilonb6z6 utvonalakon a fliggvényértékeket: Ha az x tengely mentén
kozelitiink (y, =0, x, — 0, x,, # 0):
Ty -0

I 050
z2 +0

fzn,0) =

Ha a y = z egyenes mentén kozelitiink (x,, = y, — 0, z,, # 0):

2
Ty " Tp x5, 1
€T €T = = = —
S (@, n) 2+ 22 222 2

_>

N

Mivel kiilonb6z6 utvonalakon kiilénbozs hatarértékeket kaptunk (0 és %), az atviteli elv értelmében a
hatarérték nem létezik.
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7.7. Definicié. Legyen f : R¢ D Dy -Résac R? torlodasi pontja Dy-nek.

e lim f(z) = 400, ha

r—a

VKeRII>0: 2€Dy, 0<|z—a|<d = f(z)> K.

e lim f(x) = —o0, ha
r—a

VKeRII>0: €Dy, 0<|z—a|<d = f(z) < K.

7.8. Példa. )
lim —_— =
(29)—=(0,0) /22 + 32

Mert ha \/x2+y2<5:%,akkor 21 > K

x24y?

+00

Bizonyitas. Az atviteli elv miatt az allitasok visszavezethetSk a sorozatokra vonatkozo megfelel allita-
sokra. O

7.9. Megjegyzés. A hatarozatlan alakok (0 - co, 0o — oo, %, 2 stb.) esetén a hatarérték nem hatérozhato

meg egyértelmiien a fenti szabalyokkal, tovabbi vizsgalat sziikséges.
22 — g2
7.10. Példa. Hatarozzuk meg a  lim  —— hatérértéket!
(@)—(0,0) 2% +y?
7.11. Megoldds. Vizsgaljuk meg kiilonb6zé ttvonalakon:
2

Az x tengely mentén (y = 0): x—z =1-1
x
)
Az y tengely mentén (z = 0): —i = —1 — —1 Mivel két kiilonboz6 utvonalon kiilonbozs hatarértékeket

kaptunk, a hatarérték nem létezik.

2

7.12. Példa. Hatarozzuk meg a hatarértéket!

lim —2
(z.9)—(0,0) 22 4 2

7.13. Megoldas. Becsiiljik meg a fiiggvény abszolat értékét:

%y z?y|
.%'2 + y2 — 1’2 = |y| — O ((xay) — (an))
A rendér elv miatt a hatarérték O.
Ty

7.14. Példa. Hatarozzuk meg a  li hatarértéket!

im @ —
(2,5)—(0,0) 222 + 3y?
7.15. Megoldds. Alkalmazzunk polarkoordinatakat: = = rcos ¢, y = rsin p. Ekkor
Ty _ r2 cos @ sin ¢ _ cos psin ¢
222 +3y?  2r2cos? o+ 3r2sin¢p  2cos2 ¢ + 3sin’ o

Ez a kifejezés fligg p-t6l, tehat a hatarérték iranyfiiggs:

0
-¢:0(y:0):§=0
0
ogoz%(x—O):gzo
_n 2 3 _ 1
ce=iW=2) g1 15 5
2 2 2

Mivel kiilénb6z6 iranyokbdl kiilonbozé hatarértékeket kaptunk, a hatarérték nem létezik.
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7.2. Folytonossag
7.16. Definicié. Legyen f: Dy C R? »Résac Dy. Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha
Ve>036>0: €Dy, [x—al|<d = |f(z) — fla)|] <e.

7.17. Megjegyzés. Ha a izolalt pontja Ds-nek, akkor f automatikusan folytonos a-ban, mert a 6 megva-
laszthato ugy, hogy a d-kornyezetben csak a szerepeljen. Ha a torlodasi pont, akkor f pontosan akkor
folytonos a-ban, ha lim f(x) = f(a).

r—ra

7.18. Tétel (Atviteli elv folytonossagra). f pontosan akkor folytonos a € Dy-ben, ha minden x, € Dy,
Zn — a sorozatra f(xz,) — f(a).
7.19. Tétel. Ha f,g:R?* D D — R folytonosak a € D-ben, c € R, akkor

o cf, fEtg, f-g is folytonos a-ban
e ha g(a) # 0, akkor 5 is folytonos a-ban

Bizonyitds. Az atviteli elvvel visszavezetendd az egyvaltozos fiiggvényekre tanult allitasra. O

7.20. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga). Ha f : R* — R folytonos a-ban, és g : R — R folytonos
f(a)-ban, akkor g o f is folytonos a-ban.

7.21. Példa. f(z,y) =
7.22. Példa.

#J‘%H mindenhol folytonos, mert nevezs sosem 0, és alapmiiveletekbdl épiil fel.

il/'2y
f(x,y) — w2+y2’ (xvy) 7é (050)
0, (z,y) = (0,0)
Az eléz6ekben lattuk, hogy lim, v (0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0), igy f folytonos az origoban is. Minden
mas pontban nyilvan folytonos.

7.23. Példa.
zy
f(x,y) _ x2+y2) (x7y) 7é (050)
0, (‘Ta y) = (Oa 0)
Korabban lattuk, hogy lim, ) 0,0y f(,y) nem létezik (kiilénboz6 iranyokbol kiilonbozs értékeket ka-
punk), igy f nem folytonos az origoban, bar minden mas pontban folytonos.

7.24. Tétel (Bolzano—Weierstrass-tétel R-ben). Minden korldtos R-beli sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (x,,) korlatos sorozat R?-ben, azaz létezik K > 0, hogy |z,,| < K minden n-re. Ekkor
minden koordinatasorozat (z, ;) is korlatos R-ben (i =1, ...,d).

Elgszor tekintsiik az elsd koordinatak (x,, 1) sorozatat. A Bolzano—Weierstrass-tétel R-ben garantalja,
hogy van konvergens részsorozata: létezik (n},) indexsorozat, hogy Tyl = a1

Most tekintsiik a masodik koordinatak (glcnllc 2) sorozatat. Ez is korlatos, igy van konvergens részsoro-
zata: létezik (n7) C (n), hogy @2 5 — as.

Folytatva ezt az eljarast mind a d koordinatara, kapunk egy (nj) = (n¢) indexsorozatot, amelyre
minden i = 1,...,d koordinatara z,, ; — a;. Ekkor az (x,,) sorozat R%-ben konvergil a = (ay,...,aq)-
hez. O

7.25. Tétel (Folytonos fiiggvények tulajdonsagai korlatos zéart halmazon). Legyen F C RY korldtos és
zdart halmaz, és f : F — R folytonos fiiggvény. Ekkor

1. f korldtos F-en. (Weierstrass 1. tétele)
2. f felveszi mazimumdt és minimumdt F-en. (Weierstrass 2. tétele)
3. f egyenletesen folytonos F-en, azaz

Ve>030>0: z,yeF, [z—y|<d = |f(z)— fly)| <e.
(Heine-tétel)
7.26. Megjegyzés.

d =1 esetén a Bolzano-tétel is teljesiil: ha f folytonos [a, b]-n, akkor az értékkészlete intervallum.
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8. Differencialszamitas

8.1. Parcialis derivaltak

8.1. Definici6. Legyen f : R? D Dy — Rés a € Dy a Dy belsé pontja. Az f fliggvény az i-edik
valtozojaban parcialisan differencialhatoé az a pontban, ha létezik a

of (@) = f.(a) = lim flat,....ai+t,...,aq0) — f(a)

8o:i t—0 t

hatarérték.
Maés széval: az i-ediken kiviil az Gsszes valtozot rogzitjik a; értéken, és az igy adodo egyvaltozos
fliggvényt derivaljuk a;-ben.

8.2. Példa. Legyen f(z,y) = /x? + y3. Szamitsuk ki a parcidlis derivaltakat az (1,2) pontban!
8.3. Megoldds. Elgszor a derivaltfliggvényeket hatarozzuk meg:
af 32 af (2,y) = 3y?

&Y= —F &Y= ,
8a:( v) 2/x3 +y3 Oy Y 2¢/x3 + y?
Behelyettesitve (1, 2)-be:
O gy 31 3 3 1
oz’ 2V/134+28 29 6 2
.22 12 12
Oy 2V/13 423 2/9 6

8.4. Példa. Legyen f(z,y) = x2 + y?. Hatarozzuk meg a parcialis derivaltakat!
8.5. Megoldds.

9 02 402 — (22 + 12 2 L ont 442 _ g2
—f(amy):lim(x—i_ Ay (@ +y)zlimm R ’ =lim(2x +t) = 2«
Ox t—0 t t—0 t t—0

of 2yt — (@24 2yttt

y &) = i ; = Jim = = m(2y + 1) =2y

8.6. Példa. Legyen f(z,y) = z¥ (z > 0). Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!
8.7. Megoldds.

—(z,y) =y-2¥"' (hatvanyfiiggvényként derivaljuk x szerint)

ox
of e . .
57(13 y)=2Y -lnx (exponencidlis fliggvényként derivaljuk y szerint)
Y
8.8. Példa. Legyen
3y
f(x,y) = g (z,y) # (0,0)

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!

8.9. Megoldds. A hanyados-szabélyt alkalmazva:

of 3y(z? 4+ 2y%) — 32y -2 3y(x? + 2y%) — 622y 3y(x® +2y% — 22%)  3y(2y? — 22
() = - = -
oz Y = (22 + 2¢2)2 - (22 + 242)2 - (22 + 242)2 T (a2 4 242)2
of 3rx(x? 4+ 2y°) — 3zy -4y 3x(x® +2y%) — 122y? 3z (x? + 2y° — 492 3x(x? — 2y?
La,y) = — — _
oy Y (2% +2y%)? B (22 4 2y2)? (2242922 (22 +2y2)2

Az origéban a parcialis derivaltak definicio szerint:

9 0,0) = tim LD =FO0 1 0=0_
O h—0 h P
9 (0,0) = tim LO=FO0 1 0=0_
dy h—0 h Fa
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8.10. Példa. Legyen
x
[z, y) = arctg (y) , y#0

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!

8.11. Megoldds.

%(wy)—i1 .
ox 7 N2y x24y2
1+ (2)
af(xy) 1 ( a:) x
g MY =2\ T2 )T T2 .2
dy 1+(§) y 22ty

8.12. Példa. Legyen f(x,y) = e” cosy — e¥sinx. Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!

8.13. Megoldds.

0

8—f(x7y) =e"cosy —eYcosx
x

0

a—f(x,y) = —e"siny — e¥sinz
Y

8.14. Példa. Legyen f(x,y,2) = In(2% + 3% + 22 — 3wyz), ahol > 0, y > 0, z > 0, 22 +y> + 22 # 3ayz.
Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat, és ellendrizziik, hogy f; + f, + f. = 0 teljesiil-e!

8.15. Megoldds. Legyen u = x> + y? + 22 — 3xyz. Ekkor f = Inu, igy

af 1 Ou 2x — 3yz
Or  u Oz  a?+y?+ 22— 3ayz
of 1 Ou 2y — 3xz
By u Oy a2 +y?+ 22— 3ayz
of 1 Ou 2z — 3xy
9z  u 0z a2 +y2+ 22— 3ayz

Osszeadva a szamlalokat:
(2x —3yz) + (2y — 3zz) + (22 — 3zy) =2(z +y + 2) — 3(zy + yz + 2x)

Ez &ltalaban nem nulla, tehat f; + f, + f. # 0 a legtébb pontban.

8.2. Totalis differencialhatosag

8.16. Definicié. Legyen f : R? D Dy -+ Résa € Dy a Dy belsé pontja. Azt mondjuk, hogy f totalisan
differencialhato a-ban, ha léteznek A;, As, ..., Ay € R szamok, hogy az

fiiggvényre teljesiil, hogy
o e(x)
lim =
z—a |z — al

8.17. Megjegyzés. A definici6 lényege: a fiiggvény a pont kornyezetében jol kozelithets egy linearis fligg-
vénnyel, a hiba pedig gyorsabban tart 0-hoz, mint |z — al.

8.18. Tétel. Ha f totdlisan differencidlhato a-ban, akkor léteznek a parcidlis derivdltak a-ban, és

_of
a (‘)xi

Ai (a), Z:].,,d
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Bizonyitds. Valasszuk meg a kozelit6 iranyt: legyen x = (a1, ...,a;-1,a; + h,a;41,...,aq), azaz csak az
i-edik koordinatat valtoztassuk. Ekkor |x — a| = |h], és

f(x) — fla) — Aih = e(z), .

|h
Ebbal
— — A _
0= tim = _ i Z8) o= g ) gy J@ D S@ AR @) - (@)
r—a |17 — a| h—0 |h| h—0 h h—0 h h—0 h
Amib6l kovetkezik hogy A; = 2L O

8.19. Tétel. Ha f totdlisan differencidlhato a-ban, akkor f folytonos a-ban.

Bizonyitds. Mivel

d
0
F@) = F@)+ 3 2 (@) — ) + <(a),
i=1 "
és g(x) — 0, valamint a linearis tag is tart 0-hoz, igy lim,_,, f(z) = f(a). O

8.20. Megjegyzés. A parcialis derivaltak létezésébdl nem kovetkezik a folytonossag (ahogy korabban lattuk

a $2Ty2 példaban sem volt f folytonos az origoban, pedig a parcidlis derivaltak léteztek). A totalis

differencialhatosag erdsebb feltétel, maga utan vonja a folytonossagot és a parcialis derivaltak 1étezését.

8.21. Definicié. Ha f totalisan differencialhat6é a-ban, akkor az

linearis fiiggvényt f differencialjanak nevezziik a-ban.
8.22. Példa. Hatarozzuk meg f(x,y) = e” cos(y + 2) fiiggvény (1,2) pontbeli differencialjat!

8.23. Megoldds.
fi(x,y) = e"cos(y +2), fo(1,2) =e'cosd =ecos4

fg//(xay) = —e" Sin(y + 2)7 fy(laz) = —esin4

Tehat a differencial:
df((1,2); (;v,y)) =ecosd-(r—1)—esind- (y — 2)

8.24. Példa. Hatarozzuk meg f(x,y,z) = e” 4 sin(yz) fiiggvény (4,2, —1) pontbeli differencialjat!
8.25. Megoldds.
filz,y,2) =e®,  fu(4,2,—-1) =¢*
fy(x,y,2) = zcos(yz), fy(4,2,—1) = (=1)cos(—2) = —cos2

fi(z,y,2) =ycos(yz), f.(4,2,—1)=2cos(—2) = 2cos?2

Tehat a differencial:
df ((4,2,-1); (z,y,2)) = e*(z —4) —cos2- (y —2) + 2cos2- (2 + 1)
8.26. Példa. Hatarozzuk meg f(z,y, z) = zy*2? fiiggvény (5, —2,1) pontbeli differencialjat!
8.27. Megoldds.
folwyy,2) =y22°, fo(5,-2,1) =4-1=4
fo(@,y,z) =2xy2®,  f,(5,-2,1) =2-5-(=2)-1=-20
fl(z,y,2) = 3xy?2%,  f.(5,-2,1)=3-5-4-1=60

Tehat a differencial:

df ((5,—2,1); (z,y,2)) = 4(z —5) — 20(y + 2) + 60(z — 1)
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8.28. Példa. Kozelitsiik meg 1.01298 értékeét a differencial segitségével!
8.29. Megoldds. Legyen f(z,y) = a¥. Ekkor f(1,3) = 1. A parcialis derivaltak:
folw,y) =ya¥™h,  fi(1,3) =3
fo(x,y) =a2YInz, f(1,3)=1-In1=0
A kozelités: x =1.01 =14 0.01, y =2.98 =3 — 0.02
F(1.01,2.98) ~ f(1,3) + fo(1,3) - 0.01 + f,(1,3) - (=0.02) =14 3-0.01 + 0 = 1.03

A pontos érték 1.012-% ~ 1.0302, vagyis elég jo a becslésiink.

8.30. Megjegyzés. Csak tigy, mint a Taylor polinomnél, magasabb rendi parcialis derivaltakat adva jobb
kozelitést kapunk.

8.31. Példa. Kozelitsiik meg sin31° - tg46° értékét a differencial segitségével!

s

8.32. Megoldds. Legyen f(x,y) = sinx-tgy, ahol x és y radianban. A pont: xo = § ~ 30°, yo = T = 45°.

s . T
I(Gq)=smgeg=y51=05
Parcialis derivaltak:
V3
/ _ " /(E I)Z T o1=22 %~ 08660
folw,y) =cosz-tgy, fo(g.q) =cos 5
1 T 1 1 1
/ — si T A :7'7:7'2:1
fy(z,y) =sinx o2y’ fy(674) 2 (V2/22 2

A véltozasok: Ax = {5 ~ 0.01745 (31° = 30° + 1°), Ay = %5 &~ 0.01745 (46° = 45° + 1°)

180
f(31°,46°) ~ 0.5 + 0.8660 - 0.01745 4+ 1 - 0.01745 ~ 0.5 + 0.0151 + 0.01745 ~ 0.5326

A pontos érték koriilbeliil 0.5325, a kozelités jo.

8.33. Példa. Ha x és y kozel van 0-hoz, akkor (1 + )™ (1 +y)" = 1+ mz + ny.

8.34. Megoldds. Legyen f(xz,y) = (14 2)™(1 4+ y)™. Ekkor f(0,0) = 1.

filwyg) = m(+ o)™ 1+ )", £1(0,0) = m

fylwy) = A +2)™ -n(l+y)""" £,(0,0)=n

Tehat a linearis kozelités:

f(xvy)zf(070)+f91(0a0)'x+fy(0a0)'y:1+ml‘+ny

8.35. Példa. Legyen f(z,y) = arctg (ﬁ%) Hatarozzuk meg a (0,0) pontbeli linearis kozelitését!

8.36. Megoldds. f(0,0) = arctg0 = 0. A parcialis derivaltak:

o) = — L9 (xty
+(5%)
Mivel (0, 0)-ban a derivalt egyszeriibben szdmolhat6 a definicioval:
/ _ . f(h,0) = f(0,0) . —arctgh _
/ .. f(0,h)— f(0,0) . arctgh
75(0,0) = Jim LW IO _ gy, 208D _

Tehat a linearis kozelités:
flzy) mz+y
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8.3. Erintdsik

8.37. Definicié. Ha f differencialhato az (a, b) pontban, akkor az f grafikonjahoz az (a, b, f(a,b)) pont-
ban huzott érintdsik egyenlete:

0 0
2= fla) + b))+ 3 @by b
8.38. Megjegyzés. A differencialhatosag definicioja alapjan:
f(@,y) = [£(a,b) + fula,b)(z — a) + fy(a,b)(y — )] = e(=,y)
e(z,y)

lim
(@y)—(ab) \/(z —a)? + (y — b)?
eltérése gyorsabban tart 0-hoz, mint a pont tavolsiga.

ahol = 0. Ez azt jelenti, hogy a fliggvény grafikonja és az érint&sik

8.39. Példa. Hatérozzuk meg f(z,y) = In(z? + y?) fiiggvény (2, —1) pontbeli érintésikjat!
8.40. Megoldads. El6szor kiszamoljuk a fliggvényértéket és a parcialis derivaltakat:

f(2,-1)=In(44+1) =In5

af 2x af 4

%(l’yy):mv %(27*1)13

af 2y af -2

el - o 1y= =

ay(xﬂy) x2+y27 8y( ) ) 5
Tehat az érintésik egyenlete:

Inb5 + 4( 2) 2( +1)
z=1In —(x—2)— -
5 5

8.41. Tétel (Differencidlhatosag elégséges feltétele). Legyen f : RY D Dy — R, és tegyiik fel, hogy a
parcidlis derivdltak aanlv ceey (;% léteznek a eqy kornyezetében, és a-ban folytonosak. FEkkor f totdlisan

differencidlhatd a-ban.
Bizonyitds. (d = 2 esetre) Legyen f(z,y) és a = (a,b). Ekkor
fa,y) = fa,0) = [f(z,y) = fla, )] + [f(a,y) — f(a,b)]
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik ¢ 2 és a kdzétt, valamint d y és b kozott, hogy
f@,y) = fla,y) = fole,y)(@ —a),  fla,y) — fla,b) = fyla,d)(y —b)
Tehét
f(@,y) = fla,b) = fala,b)(x—a)+ fy(a,b)(y —b) + [fule,y) — fu(a,b)] (z —a) + [y (a, d) — fy(a,b)] (y —b)

Vagyis e(z,y) = [fa(c,y) — fu(a,b)](z — a) + [fy(a,d) — fy(a,b)](y — b). Mivel f, és f, folytonosak
(a,b)-ben, a szogletes zarojelek tartanak 0-hoz, igy

O

8.42. Megjegyzés. A feltétel nem sziikséges: létezik olyan fiiggvény, amely differencialhaté egy pontban,
de a parcialis derivaltjai nem folytonosak ott.

8.43. Példa. Legyen

x? 2) sin L , (x, 0,0
0, (z,y) = (0,0)

Vizsgaljuk meg a differencialhatosagot a (0,0) pontban!
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8.44. Megoldds. Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat (0,0)-ban:

2 1
g LU0 0) = S(0,0) _h7sin gy
$o10,0) = i S22 0 — g B = o i =
Hasonl6an f,(0,0) = 0. A parciélis derivaltak (0,0)-n kiviil:
1

fo(z,y) = 2xsin

\/x2 +y2 - \/932 +y2 cos \/:132 erz

tEZ tngn}ll folytonos (0,0)-ban, mert pl. az x = y egyenesen f,(z,z) = 2z sin z If \f Illl\/ﬁ’ ami nem
art 0-hoz.
Ellenérizziik a differencidlhatosagot:
+ y?) sin |
— f(0,0)=0-2—0- (2 1
[f(z,y) = f(0,0) —0-2—0-y| _ \/ = Va2 P fsin | 0
Ve t+y

VT BN

Tehat f differencialhato (0,0)-ban, annak ellenére, hogy a parciélis derivaltak nem folytonosak ott.

8.45. Példa. Hol differencialhat6 az

fliggvény?

8.46. Megoldds. Ha (z,y) # (0,0), akkor f elemi fiiggvények kompozicioja, tehat differencialhato.

2 +y? — gy —==
f, (x y) _ Sh Ty . Y Yy Y /$2+y2
o) = P

_af Y@ty —aty [ ay oy
V2t g2 (22 + y2)3/2 N (22 + y2)3/2

T=T COS
lim  fi(z,y) "~ e hm sh(r cos psin) - sin® p = 0
(z,9)—(0,0) —0
T =TC0S P, y=rsingp, 22 4y% =72

h 0,0 1—
f;(o,()):m% i h1

= f! folytonos (0,0)-ban.

f,, hasonloan.

Mivel f; és f, mindenhol folytonosak, ezért f mindenhol differencidlhato.

oty
8.47. Példa. Hol differencialhato f(z,y) = { ** v’ (z,y) # (0,0) fiiggvény?
0, (z,9) = (0,0)
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8.48. Megoldds. (x,y) # (0,0)-ben f folytonosan differencialhato (elemi fliggvények hanyadosa, nevezd
nem nulla). Az origéban:

BT f(h,O)—O_ : h3/h2_ 3 ﬁ_
LOO =T s T !
o fOR)—0 o hP/R?
LOO=I T T e !

A differencialhatosaghoz ellendrizziik:

o +y° — (2+y) (2 +y°)
|f(x,y)—f(0,0)—1~a:—1-y|: z2+y?

Szamoljuk a szamlalot:
2+’ =y @+ ) =2+ -2 — w2ty — P = —ay(z+y)

Tehat a hanyados:
lzy(z + )|

(@ + PV + P

T = 1cosp, y = rsin @ helyettesitéssel:

73| cos psin ¢(cos ¢ + sin )|
r2.r

= | cos ¢ sin ¢(cos p + sin )|

Ez fiigg ¢-t6l, nem tart 0-hoz (pl. ¢ = 7/4 esetén értéke 1 -v/2 # 0). Igy a hatarérték nem létezik, tehat
f nem differencidlhaté az origbban, annak ellenére, hogy a parcialis derivaltak léteznek.

8.4. Gradiens és Osszetett fliggvény derivalsa

8.49. Definici6é. Ha f : R? D D; — R differencialhaté a-ban, akkor f gradiense a-ban:

9 (. OF of

@) @, @) = 1

e f(a) = (

Ahol a fenti kifejezés egy sorvektor

8.50. Tétel. f differencidlhatd a-ban < f(x)—f(a)—f'(a)(x—a) = () figgvényre lim,_,, )

lz—al ™

8.51. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy az €l6z6 kifejezésben f'(a) egy sorvektor, mig (z — a) egy oszlop-
vektor, vagyis a matrix szorzéas értelmében 1 darab szamot vonunk ki.

8.52. Tétel (Lancszabaly). Legyen gi,...,gx : RY D D — R differencidlhaté a € D-ben, és f : R¥ D
Dy — R differencidglhats a (g1(a),. .., gx(a)) pontban. Ekkor a

F(x) = f(g1(), ..., gr(x))

dsszetett fiigguény is differencidlhatd a-ban, és

ahol u; = g;(x).
Matrizos alakban:

F'(a) = f'(g(a)) - ¢'(a) (Ixd mdtriz= 1xk mdtriz- kxd mdtriz)

8.53. Példa. Szamitsuk ki - f(3z + 4,22 + 8) derivaltjat!
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Miklós
Kiemelés
f=f(u_1,...,u_k).


8.54. Megoldds. Legyen u = 3z + 4, v = 2% + 8. Ekkor

a 8f du 87]" dv_ )
f( R R e i fuBr+4,2°+8)-3+ f,(3x+4,2° +8) -2

8.55. Példa. Szamitsuk ki %f(a:,sin x) derivaltjat!
8.56. Megoldds.

0
(z,sinzx) -1+ —f(x,sinx) - cosx

oz oy
8.57. Példa. Szamitsuk ki % f(2? —y, xy) parcialis derivaltat az f(u,v) derivaltjainak felhasznélasavall

d
%f(x,sinx) =

8.58. Megoldds. Legyen u = 2> — y, v = zy. Ekkor

af ou Of Ov

— . 2* .
ff( v) = 9 92T 90 o = fu(@® —y,ay) 2z + fo(2* —y,2y) -y

8.59. Példa. Legyen f(u,v) =ve¥, g(x) = cosz, h(z) = lnz. Ekkor
fg(z), h(zx)) = e - Inz
A derivalt:

%f(g(x), h(z)) = fu(g(x), h(z)) - g'(x) + fi(g(x), () - W' () = €7 - Inx - (= sinz) 4 ™7 - -

T
CcOos T 1 :
=e — —Inz-sinz
T

8.60. Példa. Derivalas polarkoordinatak szerint: = = rcos ¢, y = rsin ¢. Ekkor
[, 9) = fo(rcosp,rsing) - cosp + f, (rcos g, rsing) - sing
fo(r,@) = fo(rcosp,rsing) - (—rsing) + f,(rcos g, rsing) - rcosp

Formalisan:

of _of 0z of 9y Of _of Oz Of 0Oy

or Oz 6r+8y.8r’ dp Oz 8ap+8y Ao
8.61. Példa. f(z,y) = z? + y? polarkoordinatakban: f(r, ) = r2. Ekkor
fl=2r, f,=0

Valoban, f. = 2xcosp + 2ysing = 2rcos? p + 2rsin? o = 2r, és fs’o = —2xrsinp 4+ 2yrcosy =
—2r2 Cos p sin ¢ + 2r2 sin ¢ cos ¢ = 0.

8.62. Példa. Legyen f(z,y) = e*¥sin(z + y). Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!
8.63. Megoldds.
fo(z,y) = ye™sin(z + y) + €Y cos(z + y) = €Y (ysin(x + y) + cos(z + y))
fo(w,y) = xe®™ sin(x 4 y) + € cos(z 4 y) = e (zsin(z + y) + cos(z +y))
Vizsgaljuk meg a lancszabaly szerint is, legyen:
g(u,v) = e"sin(v)
Ekkor f = g(zy,z + y) és innen mar tudjuk alkalmazni a lancszabalyt:

092

0
Fo(z,y) = fu(91,92) - % + fio(91,92) - o

=e"sin(z +y) -y + e cos(r+y) -1 =e"(ysin(z + y) + cos(z +y))

092

Fyfe) = Fulo1,02)- S+ Filonga) -

= e™sin(z +y) -z + e cos( +y) - 1 = ™ (zsin(z +y) + cos(z +y))
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8.64. Definici6. Legyen fi ... f. : R? — R differencidlhaté a € RY, Akkor f = (f1,..., f,)" : R — R"
fiiggvény is differencialhat6 a-ban, azaz f(z) — f(a) = f'(a)(x — a) + (z), ahol

51(1')
a(m) _ €2E$) és ilﬁg |x€(—$)a| =
er(2)
1(a) grad fi(a)
rxd " (a) grad f,(a)

8.5. IrAnymenti derivalas

8.65. Definicié. Legyen f : R? D Dy — R, a € Dy belss pontja Dy-nek, és e € R?, |e| = 1. Ekkor f
iranymenti derivaltja az e irany mentén az a pontban:

OF (1 — i 1010~ (@
Oe t—0+ t
azaz of
O (a) =t = fla+ o)l 0)
8.66. Megjegyzés. Ha e =e; = (0,...,0,1,0,...,0) (az i-edik egységvektor), akkor

Of .\ _ w
361' (a) - f:cl(a)

Tehét a parcialis derivaltak az irdnymenti derivaltak specidlis esetei.

8.67. Példa. Legyen f(z,y) = (z,y) # (0,0), f£(0,0) = 0. Szamitsuk ki az iranymenti derivaltat

LY
z24y?

az origobban az e = (%, %) irany mentén!

8.68. Megoldds.

f t, ¢ —f(0,0) t2/2_0 1
97 (0,0) = tim ( 2 ﬁ) e LR
Oe t—0 t t—0 t t—0 t

Ez a hatarérték nem létezik (végtelen), igy f nem differencidlhaté az origoban, s6t ebben az iranyban a
derivalt sem létezik véges értelemben.

8.69. Tétel (Elégséges feltétel az iranymenti derivalt létezésére). Ha f : R DO Dy — R totdlisan
differencidlhatd a-ban, akkor minden e € RY, |e| = 1 irdny mentén létezik az irdnymenti derivdlt, és

of

L (a) = /() - e = grad f(a) - ¢

Bizonyitds. Legyen x = a + te. Ekkor

@) _ et te) = fa) = (o) -te)

0= lim =
r—a |x — a| t—0 |t|
Ebbdél .
hmf(a+ 6)7](‘(0’)_](-/(&)'6
t—0 t

O

8.70. Példa. Legyen f(z,y) = xsiny. Szamitsuk ki az irdnymenti derivaltat az (1,7/3) pontban az
e= (%, %) iranyban!
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8.71. Megoldds.
grad f(z,y) = (siny, z cosy)

grad f (1, g) = (Sing cos— < )

8f(f 14
Oe 3 2 2 5 10

8.72. Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség). Legyen a = (aq1,...,aq), b= (b1,...,bq) €
R?. Ekkor

\ B

4 3V3+4

3
)—gradf e= 5+

|a -] < |al - [0]

azaz

laiby + ... 4 agba| < a%+...+a§~\/b§+...+b§.

Egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha a és b linedrisan dsszefiiggd, azaz létezik t € R gy, hogy
a = tb vagy b = ta.

8.73. Definici6é. cosa = Z\amﬁiv ahol a az a és b vektorok altal bezart szog

8.74. Tétel (Legnagyobb névekedés iranya). Ha f differencidlhaté a-ban és grad f(a) # 0, akkor az a

d
pontbeli legnagyobb irdnymenti derivdlt értéke |grad f(a)|, és ezt a e = m irdnyban veszi fel. A
grad f(a
. L . grad f(a)
legnagyobb csokkenés irdnya pedig e = ~Terad f(a)] -

Bizonyitds. A Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség szerint:

of
e (a)

= |grad f(a) - e| < | grad f(a)| - |e] = | grad f(a)|

A legnagyobb névekedés ebbdl adodoan csak ugy lehetséges, ha e iranya megegyezik gradf iranyaval. Az
egyenl6tlenség megforditasabol latszik az is, hogy a leggyorsabb cs6kkenés a — grad f irAnyban torténik.
O

8.75. Példa. Legyen f(z,y,2) = 23 + Ty? — yz az a = (1,0, —1) pontban.
8.76. Megoldds. Elszor szamitsuk ki a gradienst:
grad f(z,y,2) = (35(}2, 14y — 2, —y)
grad f(1,0,—1) = (3-1%,14-0— (—1), —0) = (3,1,0)
a) Az e = (0,1,0) iranyban:

of

9 —(1,0,—1) =grad f-e=(3,1,0) - (0,1,0) =1

b) A legnagyobb irdnymenti derivalt értéke:

| grad £(1,0,~1)| = v/32 + 12 4 02 = V10

3 1
A legnagyobb novekedés irdanya: e = (| —, ——,0
gnagy i = (s .0)

3 1
A legnagyobb csokkenés irdnya: e = <— y ——— 0)
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az e=(0,1,0) irány menti deriváltat. Melyik irányban a legnagyobb illetve legkisebb az iránymenti derivált?


8.6. Szintfeliiletek és érintdsik

8.77. Definicié. Legyen f:R? D D; — R fiiggvény. Az

{x € Dy : f(z) =c}
halmazt f hiperfeliileteinek (szintalakzatainak) nevezziik.

e d=2esetén {(z,y): f(x,y) = ¢} a figgvény szintvonalai.
e d =3 esetén {(z,y,2) : f(z,y,2) = c} a figgvény szintfeliiletei.

8.78. Példa. f(x,y) = 2% — y? szintvonalai: 2% — y? = ¢ hiperboldk. Ha ¢ = 0, akkor 2% = y?, azaz
y = +x, ami két egyenespar.

8.79. Példa. f(w,y,z) = 22 + 3> + 2% = c szintfeliiletei: ¢ > 0 esetén R = /c sugarii gébmbok, ¢ = 0
esetén az origd, ¢ < 0 esetén iires halmaz.

8.80. Definicié (Erint6sik szintalakzathoz). Ha f : R? — R differencialhaté a-ban, akkor az f(z) = f(a)
szintfeliilet a-beli érintShipersikja:

af
8.’171

(a)(z1 —a1)+...+ g—f(a)(a:d —aq) =0.
Tq

8.81. Megjegyzés. o d=2esetén: f(x,y) = f(a,b) szintvonal érintGegyenese:

fila,b)(z —a) + f)(a,b)(y —b) =0

e d =3 esetén: f(x,y,2) = f(a,b,c) szintfeliilet érintdsikja:
fela,b,c)(x —a) + f,(a,b,¢)(y —b) + fl(a,b,¢)(z —¢) =0

8.82. Példa. f(z,y) = xy fliggvény xy = ab szintvonal érintGegyenese az (a,b) pontban:
fr(a,b) = b, fz’/(a, b)=a
bx —a)+aly—0b) =0 = bxr+ ay = 2ab

ab egyvaltozos fiiggvény (hiperbola)

Figyeljiik meg, hogy ez az érintGegyenes ugyanaz, mint az y = %

érintGje az x = a pontban.

8.83. Példa. Hatarozzuk meg az z2 + 3y? + 222 = 9 feliiletnek azokat az érintGsikjait, amelyek parhu-
zamosak a 2x + 3y + 2z = 8 sikkal!

8.84. Megoldds. Legyen F(x,y,z) = 2% + 3y? + 222. Ekkor
grad F' = (2, 6y, 42)

Az érintGsik normalvektora grad F, a 2z + 3y + 2z = 8 sik normalvektora (2,3,2). A parhuzamosség
feltétele:
(27,6y,42) =1(2,3,2) (t€R)

Ebb6l 2z = 2t = x =1, 6y =3t = y =5, 42 =2t = z = L. A pontnak rajta kell lennie a

feltileten:
£\ 2 £\ 2
t2 = 2(=) =
+3<2) ; (2) 9

32 2t? 5t 9t
P =2+ =" =9 = =4 = t =42
* 4 + 4 + 4 4
A pontok: (2,1,1) és (—2,—1,—1). Az érintssik egyenletei:
(2,1,1)-ben: 4(x —2)+6(y—1)+4(z—1)=0 = 2x+3y+2z=9

(=2,—-1,—1)-ben: —4(z+2)—6(y+1)—4(z+1)=0 = 22+ 3y+2z=-9
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8.85. Példa. Hatarozzuk meg az xyz = 1 feliilet azon érintésikjait, amelyek parhuzamosak az x+y+2z = 6
sikkal!

8.86. Megoldds. Legyen F(z,y,z) = zyz. Ekkor grad F = (yz,zz,zy). A parhuzamossag feltétele:
(yz,zz,zy) =t(1,1,1) = yz=az=2ay=t

Ebbol yz = 22 = z(y —x) = 0. . z #0, -£E = y. Hasonléan zz = 2y — z(z —y) =0, igy
y = z. Tehat x =y = z. A feliileten: 23 =1 = x =1. A pont: (1,1,1). Ekkor ¢ = 1, az érintdsik:

l-z—-1)+1-(y—1)+1-(2—-1)=0 = z4+y+2=3

8.87. Példa. Tekintsiik az f(xz,y, z) = /& + \/y + /2 fiiggvényt, ahol z > 0, y > 0, z > 0. Hatarozzuk
meg a feliilet érintdsikjat a (xo,yo,20) pontban, amely a koordinatatengelyekbdl egyenls hosszusagi
szakaszokat vag ki!

8.88. Megoldds. Tigyen Fl@ygia)= vE= Vit yE=t¢ & feliler egyenlete: HIkor

BE BEgi BEgl

e ) 0 ) g 2 ) 20

Atrendezve:
EREREAY NF RF XL T I LT
TR ks
A sik tengelymetszetei:

s-tengelymetszets y = 0,2 =0 = o = /55
y-tengelymetset: © = 0,2=0 = y=c,/fo
s-tengelymetszet: & =0,y =0 = z=cy/%
Mivel a sik egyenld hossziiségii szakaszokat vag ki a tengelyekbél, ezért

oD =T Ve =S mERE R

B = 1 = s D e
gil!il!i_

A tengelymetszetek: 3t, 3t, 3t, tehat valoban egyenlSk. Az érintési pont koordinatai: (t,t,t).

8.89. Példa. z,y,z > 0,a >0, és az

Va+Vy+vz=yva
- érintGsikja a koordinatatengelyekbdl _

A (z0, yo, 20)-beli érintésikhoz legyen

f@,y,2) =Ve+Vy+ =z
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Ekkor
1 1 1

fo (0,90, 20) = fL(x0, 90, 20) =

f;(x()a Yo, ZO) =

2/70’ 270 270
Az érint6sik egyenlete:
1 1 1
- —(y — - =0.
2\/%(93 $0)+2\/%(y y0)+2\/%(2 20)
Mivel
VZo + VYo + V20 = Va,
ez atrendezhetd:
$—$o+y—y0 Z_ZOZO
VB Vm | Jm
azaz . y .
— + —+ — =/To + Y0 + V7 = Va.
NN TR 0+ VYo + 70

Tehat az érint6sik tengelymetszetes alakja:

z

T Y _
VavEs | Vavm | Vayam

Innen a tengelymetszetek:

X:\/&\/‘%a YZﬁ\/%> Z:\/&\/%'

Az 6sszegiik:
X+Y+Z=va(\/ro+ Yo+ %) =Va-Va=a.

Tehat az érintésik a koordinatatengelyekbdl kivagott szakaszok Osszege allando:

X+Y+Z=a

8.7. Magasabb rendt derivalas
8.90. Definici6. Legyen f : R% D Dy — R, a € Dy belsé pont. Ha létezik B,(r) gémbkornyezet, ahol

[x, letezik és parcidlisan differencialhaté x; szerint, akkor

B aZf (a)—]im ;i(al,...,aj—i—h,...,ad)— :;1((1)
© Ox;0x; 0 h—0 h

[y (@)

"
T4

Ha i = j, akkor a tiszta parcialis derivalt, ha i # j, akkor vegyes parcialis derivalt.

8.91. Példa. Legyen

22 _ o2

Fay = @y (,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)

Szamitsuk ki a vegyes parcialis derivaltakat az origdban!

8.92. Megoldds. Elgszor szamitsuk ki f7(0,0)-t:

/ = —_— —_—
12(0,0) = Jim h Hog, 0
Hasonléan f(0,0) = 0.
(z,y) # (0,0) esetén:

(22 = y?)(2® + y*)y + 222y (2? + y?) — 22y(2® — y?)

folz,y) = (22 + y2)2
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Egyszertsitve:
f'( ) x4+ 4x2y2 — y4
€T — - _— = =
2\ T Y) =Y (22 1 42)?

Most szamitsuk ki f;! (0,0)-t:

1 gt 1 o
— —
F1(0,h) = b SE0SIE = b A = —h, gy
f2.(0,0) = lim — = —1

h—0

Hasonléan f/,(0,0)-hoz:
ot — 42y — ot

/ = .
fy(.%‘,y)—x (x2+y2)2
h4
f;(h,o):h-ﬁ:h
f’(h,O)*f/(0,0) h
" . Yy Y — 1 S
L

Tehat f2,(0,0) # £.,(0,0).

8.93. Tétel (Young-tétel). Legyen f:R? D Dy — R, a € Dy belsé pont. Tegyiik fel, hogy létezik By(r)
kérnyezet, ahol f;/ .. és fi ., léteznek, és legaldbb az egyik folytonos a-ban. Ekkor

" Y
fa:iacj (a) - fwjg,l (CL)
8.94. Példa. f(z,y) = xcos(xy?) fiiggvényre:
71 = cos(ay?) — g sin(ay?)

fay = =2y sin(zy?) — 2zy sin(zy?) — 222y cos(xy?) = —daysin(zy?) — 22%y> cos(zy?)

fo= —2x2y sin(xy?)

fow = —4xy sin(zy?) — 22%y® cos(xy?) = fay

8.95. Definicié. Legyen f : R? D Dy — R, a € Dy belss pont.

e Ha f;. parciélis derivaltak léteznek a egy kérnyezetében és totalisan differencialhatéak a-ban, akkor
f kétszer totalisan differencialhato a-ban.

e Ha minden f:,’c’ixj folytonos a-ban, akkor f kétszer folytonosan differencialhaté a-ban.

e Ha minden r-adrendti parcialis derivalt 1étezik a egy kdrnyezetében és differencialhaté a-ban, akkor
f r+ 1l-szer differencialhaté a-ban.

8.96. Definici6 (Hesse-matrix).

) fol0) o

zoxy \O 2ome \ O zozg\@
f"(a) = :

g (@) fian(@) o file,(a)

8.97. Megjegyzés. Ha f kétszer folytonosan differencialhaté a-ban (azaz minden masodrendd parcialis
derivalt folytonos a-ban), akkor Young tétele miatt a Hesse-matrix szimmetrikus:

wia; (@) = [1 2, (@) (Vi ])
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8.98. Példa. f(x,y) = e + 2y fiiggvény (1,3) pontbeli Hesse-matrixa:
[l =ye™ + 3%y, [y = xze™ + z°
Filo =y?e™ + 6y, f,(1,3) =9¢" +18
[y =€ +aye™ + 327 = (1 +ay) + 32, f1,(1,3) =e’(1+3)+3=4¢"+3
_ 2,z _
fyy=a"e™, f,(1,3) =

Tehét 5 5
v e (96318 4e3 43
f (173) - (463 +3 63 )

8.8. Magasabb rendi differencial
8.99. Definicié. Legyen f : R? — R kétszer differencialhato a-ban. Ekkor f a-beli masodik differen-

cialja:
d d
d*f(a;2) = ZZ iz, —a;)(z; — aj)

8.100. Megjegyzés. Egyvaltozos esetben:

e df(a;z) = f'(a)(z —a)
o f(a;2) = f"(a)(z — a)?

8.101. Definicié. Ha f r-szer differencialhaté a-ban, akkor f a-beli r-edik differencialja:

d d
= Z Z ax A ax (a)(wiy, —ag,) - (24, — a;,)
i1=1 =1 1 ir

8.102. Tétel. Legyen f :R? — R r-szer folytonosan differencidlhaté a € RY egy kérnyezetében. Ekkor

kel o*f o
d f((l,iﬂ)—A Z 8%y I O (a)(Tgy = @i,) (Ts), — i),

Bizonyitds. A Young tételbsl adodik, hogy a parcialis derivaltak sorrendje felcserélhetd, innen mér csak
a polinomialis tételt alkalmazva igazoltuk az allitast. O

8.103. Példa. f(z,y,z) = zyz esetén
d f((a,b,¢); (x,y, 2)) = be(x — a) + ac(y — b) + ab(z — c)
d*f((a,b,¢); (z,y,2)) = 2¢(x — a)(y — b) + 2b(z — a)(z — ¢) + 2a(y — b)(z — ¢)
& f((a,b,¢); (2,y,2)) = 6(z — a)(y = b)(z — ¢)
d*"f=0 (k>4)
8.104. Példa. f(z,y) = ze¥ fiiggvény (a,b) pontbeli differencialjai:
fo=e"s fy=uwe, fl,=0, fi,=e¢, f,, =z
d' f((a,b); (2,y)) = €"(z — a) + ae’(y — b)
d* f((a,b); (z,)) = 2¢"(x —a)(y — b) + ae’(y — b)?
a*f((a,b); (z,y)) = 3e’(z — a)(y — b)* + ae’(y — b)?
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8.105. Példa. f(z,vy,z) = In(zyz) esetén a masodik differencial (a, b, ¢)-ben:

de((a,b7 )i (z,y,2)) = —%(x —a)? - b%(y AT :12(2 _ )’

(a vegyes tagok kiesnek, mert aajafy =0 stb.)

8.106. Tétel. ha f: R — R egy r-szer differencidlhato figguény, akkor:
d") f(a;2) = g7(0)  ahol g(t) = fla+t(x — a))

8.107. Megjegyzés. f(x)—f(a) = g(1)—g(0) = % egy 0 < 7 < 1 értékre a Lagrange-kozépértéktétel
szerint, vagyis f(z) — f(a) = ¢'(7)

8.9. Lagrange-féle kozépértéktétel és Taylor polinom

8.108. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f : R? — R differencidlhaté a B,(r) gémbkornye-
zetben. Ekkor minden x, |x — a| < r esetén létezik to € (0,1), hogy

d
f(@) = fla) = fr,(a+to(z —a)) (@i — ai)

i=1
Bizonyitds. Legyen g(t) = f(a + t(x — a)), ahol ¢ € [0, 1]. Ekkor g differencialhato, és

d
J0) =3 fi(a+t —a)) (@ — ar)

i=1
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint (d = 1 esetben):
9(1) = g(0) = ¢'(to) - (1 = 0) (to € (0,1))

Mivel g(1) = f(x) és g(0) = f(a), ezért
d

f(x) = fla) =" fr,(a+to(e - a)) (@ — ai)

i=1
O

8.109. Megjegyzés. df( a+to(zx—a)jx—a+ x*), ezért a Lagrange kozépértéktétel szerint Jz* € (a, ),
[y —

hogy f(z) — f(a) = df (z*,x — a + 7)

8.110. Definici6é. Ha f : R? — R k-szor differecnialhaté az |x — a| < r pontokban, akkor f fiiggvény a

pont koriili k-adik Taylor-polinomja:

k
Tef (o) = 3 'S (i)
i=0

8.111. Tétel (Taylor-tétel Lagrange-féle maradéktaggal). Ha f : R? — R k-szor differeenidlhato az
|x — a| < r pontokban, akkor Jz* € (a,x), hogy
1

(@) = Tif(as9) = gy

Bizonyitds. Legyen g(t) = f(a + t(x — a)) a [0, 1]-en. Ekkor
9(1) = f(z), ¢(0) = f(a)

A" f(z*,x — a4 %)

Ekkor .
(@) ) (k+1)
o) = 3520 -0y + -0
Azaz
dVf(a,z)  d*'f(a*,x —a+ )
f(f”)_f(“)_; T (k+1)!
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9. SzélsGértékszamitas

9.1. Lokalis szélsGérték
9.1. Definici6. Legyen f:R? —» R, a € Dy belss pontja D s-nek.

e Halétezik r > 0, hogy minden |z—a| < r esetén f(x) > f(a), akkor a-ban f-nek lokalis minimuma
van.

e Ha létezik r > 0, hogy minden |z — a| < r esetén f(x) < f(a), akkor a-ban f-nek lokalis maxi-
muma van.

9.2. Megjegyzés. Egyvaltozos esetben (d = 1):

e Ha f-nek lokalis szélsGértéke van a-ban és f differencidlhaté a-ban, akkor f/(a) = 0.
e Ha f'(a) =0 és f”’(a) > 0, akkor a-ban lokalis minimum van.
e Ha f'(a) =0 és f"’(a) <0, akkor a-ban lokalis maximum van.

9.3. Definicié. Legyen A € R?*¢ szimmetrikus matrix.

A pozitiv definit, ha 7 Az > 0 minden 0 # x € R? esetén.

A negativ definit, ha 2" Az < 0 minden 0 # x € R? esetén.

A pozitiv szemidefinit, ha " Az > 0 minden x € R? esetén, de nem pozitiv definit.
A negativ szemidefinit, ha 2" Az < 0 minden x € R? esetén, de nem negativ definit.
A indefinit, ha 2" Az felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

9.4. Tétel. Legyen A € R¥™? szimmetrikus mdtriz. Ekkor:

o A pozitiv definit <= minden sajdtértéke pozitiv.
o A negativ definit <= minden sajdtértéke negativ.
o A indefinit <= wan pozitiv és negativ sajdtértéke is.

Bizonyitds. Legyen A € R¥? szimmetrikus. Ekkor létezik {ey,..., ey} ortonormalt bazis R%-ben, hogy
Aeizx\j,ei (iZI,...,d),

és ezTej = 04j-
Legyen z = 2?21 zje;. Ekkor

d d
o Az = (Z xm?) A ijej
i=1 j=1
d d d
Z T;xj €; AeJ ZZ&Q:EJ e;fp()\jej)

|
.M&

i=1 j=1 i=1 j—l
d d
D) S S 9 M PEIED B
i=1 j=1 i=1 j=1
Tehat
d
ol Az = Z N2,
i=1
Ami meg nyilvanvaloéan pozitiv, ha a sajatértékek pozitivak. O

9.5. Tétel. Legyen A € R szimmetrikus mdtriz.

o A pozitiv definit < a bal felsé sarokdetermindnsok (féminorok) mind pozitivak.
e A negativ definit <= a féminorok eldjele vdltakozva negativ és pozitiv.
e Ha det(A) # 0, de a mdtriz nem pozitiv definit és nem negativ definit, akkor A indefinit.

9.6. Megjegyzés. e Ha a f6minorok egy darabig pozitivak, majd valahol nullak, akkor A pozitiv sze-
midefinit.
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e Példaul A = ((1) é) esetén det(A;) =0, det(A42) = —1 < 0, igy A indefinit.
9.7. Tétel (Lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen f : RY — R differencidlhaté a-ban. Ha f-nek
a-ban lokdlis szélsdértéke van, akkor grad f(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen g(t) = f(a + t(z — a)) tetszéleges * € R? esetén. Ekkor g-nek ¢t = 0-ban lokalis
szélsértéke van, ezért ¢'(0) = 0. Viszont

9'(0) = grad f(a) - (z — a)

Mivel ez minden z € R%re teljesiil, ezért magara a gradiensre is. Az egyediili vektor pedig, ami merdleges
onmagara, az a nullvektor, vagyis grad f(a) =0 O

9.8. Tétel (A lokalis szélsGérték elégséges feltétele). Legyen f: D C R — R kétszer differencidlhato az
a pont egqy kornyezetében, és f'(a) = 0. Ekkor:

(a) Ha f"(a) pozitiv definit, akkor f-nek lokdlis minimuma van a-ban.
(b) Ha f"(a) negativ definit, akkor f-nek lokdlis mazimuma van a-ban.
(¢c) Ha f"(a) indefinit, akkor nincs lokdlis szélséérték a-ban.

Bizonyitds. Az (a), (b), (c) esetek hasonloan kezelhet6k. Hasznéaljuk f Taylor-kozelitését Lagrange-féle
maradéktaggal:

f(@) = fla) + f'(a)(z —a) + %(w —a)" f"(a")(x — a),

ahol x* az a és x kozotti szakaszon van.
Mivel f'(a) = 0, ezért

§(@) = (@) = 3o =) (") e — o).

Irjuk at:
”I*QH2 (zfa)T " r—a (:C*a)T 1" % " r—a
f(x) = fla) = [ (a) (f"(z") = f(a))
2 |z —all lz—all [z —al | — all
A masodik tag 0-hoz tart, ha x — a.
Legyen
g(h) =hT " (a)h a {h:|h| =1} halmazon.
Ekkor g folytonos és pozitiv, tehét felveszi a maximumat és a minimumaét, vagyis
36>0: g(h)>6 V|h|=1.
Ezért kis ||x — al| esetén:
f(x) = f(a) >0,
tehéat a lokalis minimum. O

9.9. Tétel. Legyen f : R? — R kétszer folytonosan differencidlhatd (a,b) egy kérnyezetében, és tegyiik
fel, hogy f(a,b) = f,(a,b) = 0. Ekkor:

(a) Ha det f"(a,b) > 0, akkor (a,b)-ben lokdlis szélséérték van:

_ N
rxr
7
rxr

(b) Ha det f"(a,b) <0, akkor (a,b)-ben nincs lokdlis szélséérték (nyeregpont).

(a,b) > 0 esetén lokdlis minimum,
(a,b) < 0 esetén lokdlis maximum.

9.10. Példa. f(z,y) = (x — 2y)ez‘y2 lokalis szélsGértékeinek keresése.
El6szor a stacionéarius pontok:

= em Y (x — 2y)e”_y2 = eV’ (1+z-2y) =0 = z—-2y=-1

flIJ = —2ye“”_y2 _ 9V’ (z —2y) = —9emY’ (y +x— 2y) — —2e" Y’ (z—y)=0 = z=y
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Ekkor z — 22 = -1 = —ax=-1 = 2 =1, y =1. A stacionarius pont: (1,1).
A masodik derivaltak:
I = e“’*yQ(l +x—2y)+ Y = =Y’ (2+x—2y)

rxr
Vo= eV (=2y) - (1 + 3 —2y) + eV - (—2) = 26"V (y(1+z—2y) +1)

Ty

"o z—1y? 2 x—y? z—y? z—y?
gy = —2¢7Y +dyTe" Y (z - 2y) +4e"TY y — 2"V (2 - 2y)

Behelyettesitve (1,1)-be, ahol  — 2y = —1:
fro=e2-1)=1

S, ==2"(1-(-1)+1) =—2(0) =0
foy=-24+040-2(-1)=-242=0
Ekkor det f”(1,1) =1-0 — 0% = 0, a kritérium nem dént.

9.11. Példa. f(z,y) = 23 — y3 + 3xy lokalis szélsGértékei.
Stacionarius pontok:

fl=32"43y=0 = y=—2a?

fl=-3+3=0 = =9
Behelyettesitve: z = (—22)2 =2 = z(2® - 1) =0, igy x = 0 vagy = = 1.

er=0y=0 = (0,0)
er=1y=-1 = (1,-1)

Masodik derivaltak:
fa/:,z = 6£C7 f:/v/y = 37 f‘a;,y = _Gy
(0,0)-ban: f;}, =0, fi), =3, fy, =0, det f" = =9 <0, igy nyeregpont.

T

(1,=1)-ben: f7, =6, fr, = 3, vy = 6, det f =36 -9 =27 >0, és f,}, >0, igy lokélis minimum
van.

9.2. Tartomanyi szélsGérték keresés

Legyen F' C R? korlatos, zart halmaz, f : F — R folytonos fiiggvény. Ekkor f felveszi maximumat és
minimumat F-en. Ha a szélsGérték F' bels§ pontjaban van, akkor grad f = 0. Ha a szélsGérték F' hatarara
esik, akkor d — 1 valtozos feladatta egyszertisodik.

9.12. Példa. f(x,y) = (4 — 2% — y?)2? szélsGértékei az F = {(x,y) : 22 + y* < 4} halmazon.
Belsé pontokban: grad f = 0:
fi=—4r® 4+ 20(4—2* —y*) =22(4 - 227 —4*) =0

f?'/ =222y =0

A f, =0 alapjan vagy = = 0, vagy y = 0.

x =0eset: f(0,y) =0, a (0,y) pontok mind stacionariusak, de a fiiggvényérték 0. A f, = 0 automa-
tikusan teljesiil, mert = = 0.

y =0,z #0eset: ekkor f, =22(4 —22%?) =0 = 4-222=0 = 22=2 = =42 A
pontok: (v/2,0) és (—+/2,0), ahol f = (4 —2) -2 = 4.

4 — 2% —y® = 0 eset: a f = —2zy = 0 miatt vagy = = 0 (ez mar volt) vagy y = 0 (ekkor 4 — 22% =
0 = z==+2 ezis volt).

A hataron (22 +y? =4): f=(4—4)2%> =0.

Tehat a maximum f = 4 a (£+/2,0) pontokban, a minimum f = 0 (az origéban, a hataron és a teljes
x = 0 egyenesen). Az origéban f(0,0) = 0, de ott nincs szélséérték (mert van koriilotte pozitiv és nulla
értek is).
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9.13. Példa. A z =5 — 222 — 3?2 elliptikus paraboloidot az z = 0 sikkal elmetszve kapott részbe irjuk a
legnagyobb térfogati, tengelyekkel parhuzamos éli téglatestet (az also lapja a sikban van). A téglatest
magassaga h = 5 — 222 — y?, a térfogat V = day - h = day(5 — 222 — y?), ahol 2,y > 0 és 222 + y? < 5.
A 4-es szorz6 a szimmetria miatt van (mind a négy siknegyedben ugyanakkora).

Legyen ¥ = f(z,y) = 2y(5 — 222 — y?). A bels6 pontokban (z > 0, y > 0):

fr=y(5 =22 — ) + wy(—4x) = y(5 — 20> —y* —42®) = y(5 - 62° — y*) = 0

fy=2(5— 222 —y?) +ay(—2y) = 2(5 — 222 —y* — 2y%) = x(5 — 222 — 3y*) =0

Mivel 2 > 0, y > 0, a masodik egyenletbél 5 — 222 — 3y%? = 0 = 222 =5 — 3y%. Az els6 egyenletbdl
5— G\xf—yQ—O = 5-3(5—3y%) — y2=5—15+9y2—y2:;}0+8y220 = y? =12 =2 Ekkor
és 222 =5-3- *_5_*—%:952:%235:%.

A terfogat

1
V= 4‘[[(_2.5_5):4.5.(5_5_5):5.<5_0):5.(5_5) 5 5_ 2 _ca4
2v2 2 8 4 4v/2 4 4 V2 4 V2 2 V22 22
A hataron (ahol 222 +y? = 5 vagy x = 0 vagy y = 0) V = 0, igy a talalt belss pont adja a maximumot.

9.3. Feltételes szélsGérték

Keressiik f(x,y) szélsGértékeit a g(z,y) = 0 feltétel mellett.
Tegyiik fel, hogy a g(z,y) = 0 egyenletbdl y kifejezhets: y = p(z), azaz g(x, ¢(x)) = 0. Ekkor

d
0=%g( () = gz (2, 0(7)) + gy (z,¥(2)) - ' (2)
oy oz (@)
= ¢o= g, (z,o(x))
Ekkor
0= L fla, pla) = fot f = £
Azaz ) ,
gzgz — fl=Ag, 6 [l =g,
Legyen

F(:E7y) = f(xvy) - )‘g($7y)
A szélséérték sziikséges feltétele:
Fy=fr=Xgy =0, Fy=f,—Xg,=0, glx,y)=0
9.14. Definici6é. A ) szamot Lagrange-multiplikdtornak nevezziik.

9.15. Megjegyzés. Harom valtozo esetén (d = 3), egy feltétel mellett (k= 1):

F,=0, F,=0, F.=0, g(z,y,2)=0

négy egyenlet a négy ismeretlenre (x,y, z, A).

9.16. Példa. Keressiik f(x,y) = zy széls6értékeit az 22 + 32 = 1 feltétel mellett!
Legyen g(z,y) = 2% + y? — 1 = 0. Ekkor:

F(z,y,\) =ay — ANz” +y> - 1)

A sziikséges feltételek:
Fl=y-2x=0 = y=2\

/
F,=z-2\xy=0 = =2y
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2242 =1
Az els6 két egyenletbdl: y = 2 \zx és = 2\y = 2\(2\z) = 4\%z. Ha 2 # 0, akkor 4\? = 1, azaz
)\:i%. —)\:%esetény:x,ekkoerQ:l = x:i%,y:i%. —)\:—%esetény:—x,
ekkor 222 =1 = 1z = :I:%7 y= :F%. Ha = = 0, akkor az els6 egyenletbdl y = 0, de ez nem teljesiti a
feltételt.

‘ (1 1 1 1 1 11 « « _ 1
A lehetséges pontok: (ﬁ’ﬁ)’ (_ﬁ’_ﬁ)’ (ﬁ’_ﬁ)’ (_ﬁ’ﬁ) Az els6 kettSben f = 3
(maximum), a mésodik kettében f = —1 (minimum).

9.17. Tétel (Feltételes szélséérték sziikséges feltétele). Legyen f:RY - R, g; : RT = R (i = 1,...,k)
folytonosan differencidlhaték az a € R egy kérnyezetében. Legyen

k
H= ﬂg{l(O):{xeRd:gi(x):O, i=1,...,k}
i=1
Ha a € DyNH olyan pont, hogy a gi(a) (i = 1,...,k) linedrisan figgetlenek R-ben, és f|y-nak a-ban
lokdlis szélséértéke van, akkor
k
N eR(i=1,...,k) (Lagrange-multiplikdtorok), hogy f'(a) = Z Aigi(a).
i=1
9.18. Megjegyzés. 'fy (a) = Nig(a), ez d darab egyenlet és g;(a) = 0, ez még k darab egyenlet = k +d
darab egyenlet k + d darab ismeretlennel
9.19. Példa. Keressiik f(x,y, z) = xyz szélsGértékeit az
24y 4+22=1 é z4+y+2=0

feltételek mellett!
Legyen g1 (7,y,2) =22 +y> + 22 =1 =0, g2(x,y,2) = v +y + 2 = 0. A Lagrange-fiiggvény:

F(z,y,2,A\, ) =ayz — M (2> + 92 +2° = 1) = Doz + y + 2)

A sziikséges feltételek:

Fl=yz—2\1z— X =0 (1)
Fy=az—=2\y— A =0 (2)
Fl=xy—2\2z—X=0 (3)
Pyt =1 (4)
r+y+2z=0 (5)

Vonjuk ki (1)-bél (2)-t:
yz—zz—2M(r—y) =0 = z(y—z) —2M(x—y)=(y—z)(z+2X) =0
Hasonloan (2)-bél (3)-at kivonva:
(@—y)(z+2M) =0, (y—2)(@+2A)=0
Esetek:

e Ha z = y, akkor (5)-b6l z = —2z, (4)-b6l 222 + 422 = 622 =1 = 2z = £-L. Ekkor a pontok:

1
%
(L Bl _L) 6s (_L _ L)
VB Ve T Ve V6 VB VG

e Ha x = 2, akkor hasonléan y = —2x, x = :I:%: (%,—%, %), (—%, %,—%).
e Ha y = z, akkor x = -2y, y = j:%: (f%}, LG, %), (%,f%, 7%)
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A fiiggvényértékek: - Az elsé tipusban f = % : % . (—%) = —% = _37\1/6 - A masodik tipusban
_ 1 2 12 1 N _ 2 1.1 _ 2 _ 1
f*%'(*%)'%—767\/6—7ﬁ—Aharmadlktlpquanf— (77)%%77ﬁ77ﬁ_
)

A negativ elGjeld pontokban f = ﬁ (minusz szor minusz ad pluszt).
p . 1 . 1
Tehat a maximum 35 & minimum — =7
9.20. Tétel (Feltételes szélssérték elégséges feltétele). Legyen f, g1, ..., gr : RY — R kétszer folytonosan

differencidlhato, a € R? olyan pont, ahol gradgi(a),...,grad gi(a) linedrisan figgetlenek. Tegyiik fel,
hogy léteznek A1, ..., A\ € R Lagrange-multiplikdtorok, hogy az

k
F(x) = f(z) - Z Aigi()

fligguényre grad F(a) = 0 teljestil.

(a) Ha minden h # 0, h L gradg;(a) (i = 1,...,k) esetén hT F"(a)h > 0, akkor f-nek a-ban lokdlis
mainimuma van o g; = 0 feltételek mellett.

(b) Ha minden h # 0, h L grad g;(a) esetén h' F"(a)h < 0, akkor f-nek a-ban lokdlis mazimuma van
a g; = 0 feltételek mellett.

9.21. Példa. Keressiik f(x,y,2) = = + 2y + 3z szélsGértékeit az x2 +y? = 2 és y + 2z = 1 feltételek
mellett!
Legyen g1 (7,y,2) =22 +y?> —2 =0, g2(z,y,2) =y + 2z — 1 = 0. A Lagrange-fiiggvény:

F(2,y,2, M, ) =+ 2y + 32 = A\ (@2 + 4% —2) — Xa(y + 2 — 1)

A sziikséges feltételek:
1

Y
F;:2—2>\1y—)\2:0 = 2-2My— 2=0
F/l=3-X=0 = X=3
4yt =2, y+z=1

Fl=1-2\z=0 = =z

Behelyettesitve Ao = 3-at a mésodik egyenletbe:

1
2\
Ekkor x = ﬁ, y= —ﬁ. A feltételbsl:
1 1 1 1 1
2 2 2
YTt T 17y 1T
Két eset:
0)\1:%: x=1y=-1,ekkory+z=1 = —-14+z=1 = 2z =2. A pont: (1,—1,2),

f=1-2+4+6=5
o)\lz—%: x=-1,y=1¢ekkory+z=1 = 14+2=1 = 2z =0. A pont: (—1,1,0),
f=—-1+2+0=1

Mivel a feltételi halmaz korlatos és zart (ellipszis és sik metszete), f folytonos, igy létezik maximum
és minimum. A maximum f =5 a (1,—1,2) pontban, a minimum f =1 a (—1,1,0) pontban.
Az elégséges feltétel ellenGrzése:

—2)\ 0 0
F'(x,y,2) = 0 -2\ 0
0 0 0

grad g1(a) = (22,2y,0), gradge(a) = (0,1,1). A h L gradg;(a) feltételek mellett ellendrizhets, hogy
hTF"(a)h > 0 vagy < 0 a megfelels pontokban.
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9.22. Példa. Keressiik f(z1,...,24) = 1 - x4 szélsGértékeit az 1 + ...+ 24 =A >0, x1,...,24 >0
feltételek mellett!
Legyen g(z1,...,2q4) =x1+ ...+ x4 — A = 0. A Lagrange-fliggvény:

F(zy,...,zg,\) =21 xqg—MNz1+ ...+ 24— A)
A sziikséges feltételek:
d
F, =][zj-A=0 (i=1,....d)
j=1
J#i
Minden i-re Ha:j =\
j#i

Ebbdl kovetkezik, hogy minden z; egyenls, mert

ij:]:[:rj — X9 "Tqg =2X1T3* ' Tq —> T2 =21

J#1 J#2
Hasonloéan 1 =29 = ... =x4. Jelolje x1 =29 = ... =24 = 1.
A feltételbl: d-t=A = t= 4.
d . . e .
Ekkor f (%, ceey % = ( %) a maximum (a szamtani-mértani kozép egyenlStlenség miatt).
Mivel z1,...,2q4 > 0 és a halmaz zart (a hataron f = 0), a szdmtani-mértani kozép egyenlGtlenség
szerint

A A\?
WzmédzwﬁfSQJ

% . Lo ANd o - A .
[gy a maximum értéke (g) , és ezt az x1 = ... = wq = % pontban veszi fel.

10. Implicit és inverz fiiggvények

10.1. Implicit fiiggvény tétel

10.1. Peélda. Az f(z,y) = 0 egyenletbdl kifejezhets-e y mint x fiiggvénye? Azaz létezik-e y = p(x)
gy, hogy f(z,p(x)) = 07 Be kell latnunk, hogy f(z,y1) = f(z,y2) = y1 = ya. Tegyiik fel, hogy

f(z,y1) = f(x,y2). Ekkor
0= f(z,y1) — f(z,92) = (y1 — yz)f;(x,c)

ahol ¢ y; és yp kozott van (Lagrange-féle kozépértéktétel). Ha yy # ya, akkor f;(x,c) = 0, vagyis f,-nek
van gyoke. Tehat ahhoz, hogy y egyértelmien kifejezhets legyen, sziikséges, hogy f; #0.
Ha feltessziik, hogy f és ¢ derivdlhato, akkor 0 = f(z,p(z)) = 0= L f(z,p(z)) = fotfy(z, ()

p(z) Ebbol:
_ falzp(2)
P == @)

Felmeriil azonban a kérdés: az

f1($7y17-~-yk) =0
fa(m,y1, . yk) =0

fk(x7y1a"'yk) =0

Egyenletekbdl hogy lehet a megfelels y fiiggvényeket kifejezni? Es mi lesz ezeknek az implicit fiiggve-
nyeknek a gradiense?
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10.2. Tétel (Implicit médon megadott fiiggvény tétele). Legyen f : R? x R¥ — R* folytonosan differen-
cidlhaté, f = f(z,y), ahol x € RY, y € R¥.
Legyen (a,b) € Dy olyan, hogy

f(a,b)=0
és
det D, f(a,b) # 0,
ahol
Oy, f1(a,b) -+ Oy, fi(a,b)
Dy f(a,b) = : :
Oy, fr(a,b) -+ Oy, fr(a,b)
Ekkor léteznek K(a) C RY, K(b) C R* kirnyezetek és eqy o : K(a) — K(b) fiigguény, hogy
f(@,o(@)) =0 (x € K(a)),
és

p(a) =b.
Tovdbbd ¢ differencidlhaté a-ban és
-1
(p,(a) = _(Dyf(avb)) Dxf(aab)

10.3. Tétel (Specialis eset (k = 1)). Legyen f : R — R folytonosan differencidlhats, f = f(x,y),
ahol x € R?, 3y € R.
Legyen (a,b) olyan, hogy
fla,b)=0 és 0Oyf(a,b)#0

Ekkor létezik ¢ : RY — R (lokdlisan), hogy

és

0z, f(a,b)
Oipla) = ——=—"—"2 i=1,...,d.
=", Fab)
10.4. Megjegyzés. Az Osszefiiggés a lancszabalybol kovetkezik:
0= f(z, o(2)).
Derivalva:

0= 0u, f(x,0(x) + 0y f (z,0(x)) - Diip ().
10.5. Példa. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:

22 —yz=0
322 -4y —22=0
Fejezziik ki y-t és z-t x fuggvenyekent y=vy(x), 2= z( )) az (1,1,1) pont koriil, ahol y(1) =1, 2(1) = 1.
Legyen f(a:,y,z)( o P ) a=1b=(1,1)7, f(a,b)=0.

A y szerinti Jacobi-méatrix:

Behelyettesitve (1,1, 1)-be:

of -1 -1
1,1,1) =
e S)
Ennek determinansa: (—1)(—2) — (—1)(—4) = 2 —4 = —2 # 0, igy az implicit fliggvény tétel szerint
létezik x kornyezetében egyértelmd (y(z), z(z)) fiiggvénypar, amelyre f(z,y(z),z(z)) = 0.
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A derivaltak:

(%3) - (a(iﬁ) L1, ”)1 31D

Mivel 9L = (2@ (1,1,1)-ben (2)
2 0-C)

ylz) = 1—(x —1), ()= 1—(z—1)

Tehét /(1) = —1, 2/(1) = —1.
A linearis kozelités:

10.6. Példa. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert u és v fiiggvényekre:

2utyiv4 22 =4
ryz + uvw = 4

Keressiik u = u(z,y, z) és v = v(x,y, z) implicit fuggvényeket az (x,y,z) = (1,2,—1) pont koril, ahol
w(l,2,-1) =1, v(1,2,-1) = 1.
Legyen

2u+yiv422 -4
f(m,y,z,u,v) - ( acyz—l—uvw—4

Ekkor f(1,2,-1,1,1) = 0.
A (u,v) szerinti Jacobi-méatrix:

Behelyettesitve (1,2, —1,1,1)-be:

of (14
a(u7v) (1727—17 171) - (_1 _1>

Ennek determinansa: 1-(—1) —4-(=1) = —1+4 =3 # 0, igy az implicit fliggvény tétel szerint létezik
(z,y, z) kornyezetében egyértelmi (u(z,y, 2),v(z,y, z)) figgvénypar.
A derivaltak kiszamitasahoz hasznéljuk az implicit fiiggvény tétel képletét:

—1 0 0 9
up wy u) __(_9f (B
ve vy v a(u, v) oG G

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az (1,2, —1,1,1) pontban:

0f1 0f1 0fr

— =2zu=2-1-1=2, —=2yv=2-2-1=4, ——=2z=-2

Ox o T Oy vy T Oz ‘

Of2 o o Ofp o Ofy _
axfyzf2( 1) = -2, 8y7mz* (-1) = -1, 2 = y=1-2=2

Tehat

ox oy Bz

) - 346 - )

Igy a derivaltmatrix:

A AT
%Lﬁafz__2_12

Az inverz matrix:




Elvégezve a szorzast:

Tehat a derivaltak:

up(1,2,=1) = =2, u,(1,2,-1) =0, u.(1,2,—1)=2
0:(1,2,-1) =0, v,(1,2,—-1) = -1, v.(1,2,—1) =

A linearis kozelités a (1,2, —1) pont koril:
w(z,y,z) =1 —=2(x—-1)+0-(y—2)+2(z+1)=1-204+2+22+2=5—2x+2z
oy, 2) S 1+0- (- 1)~ (y—2) +0- (- 1) =1 -y +2 =3y

10.2. Inverz fiiggvény tétel

10.7. Tétel (Inverzfiiggvény tétel). Legyen f : R? — RY, f = (f1,..., f4) folytonosan differencidlhatd,
és tegyiik fel, hogy det f'(a) # 0. Ekkor létezik a € R? egy nyilt kirnyezete U C R? és f(a) egy nyilt
kérnyezete V.C R, hogy fluy : U — V bijekcid, és f~1:V — U differencidlhatd f(a)-ban, tovdbbd

_ ~1
(FH (f(a) = (f'(a) -
10.8. Példa. f(z,y) = (23 + xy + 92, ¥° + 2y + 22) fiigegvény invertdlhato-e (1,1) egy kdrnyezetében?
, (3% +y z+2 , (341 142\ (4 3
f(xy) = <y+2x st+z) TOED={119 341)=(3 4
det f/(1,1) =16 — 9 =T # 0
Mivel f(1,1)=(1+1+1,14+1+1) = (3,3), ezért

e =rant =1 (4 7).

10.9. Példa. f(z,y) = (22 — y?, 2zy) fiiggvény invertalhato-e (2, 3) egy kornyezetében?

ren =3 2. res=(g )

det f/(2,3) = 16 4+ 36 = 52 # 0

Mivel f(2,3) = (4 -9, 2-2-3) = (—5,12), ezért f lokalisan invertalhato (2,3) koriil. A (—5,12) pont
korili linearis kozelités:

e~ e+ e () < (5) 5 (G 8 ()
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11. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

11.1. Riemann integral a térben
Jelolje I = [a,b], J =[c,d], T=1xJ.

11.1. Definicié. Legyena = 29 < 21 < ... < x, = baz [a,b] egy felosztasaésc=yo <y1 < ... <y, =d
a [c,d] egy felosztasa. Akkor a T = I x .J téglalap egy felosztéasa

F:{I’(),...,l'p} X {yOw-'ayq}:{(zi,yj) OS'LSP, OS] Sq}
Az F felosztasnél egy felosztasi téglalap:
Tl:[xthxl]x[yjfhy]]? 1§Z§p7 ISJSQ

11.2. Definici6. Legyen f : T — R korlatos fiiggvény és F' egy felosztédsa T-nek. Ekkor a felosztashoz
tartozd alsé kozelité Osszeg:

P q
- inf Tl
srf ;;@,ﬁe%ﬂx’y) IT;41

fels6 kozelits Osszeg:

P q
Spf=>Y_Y_ sup f(z,y)-|T;l,

i=1 j=1 (z,y)€Ty;
ahol |T;;| = (; — xi-1)(y; — yj—1) a téglalap teriilete.
11.3. Tétel. Ha f: T — R korldtos fiigguény, akkor

1. Tetszdleges F' felosztdasra spf < Spf.
2. Ha Fy C Fy (azaz By legaldbb akkora felosztds, mint Fy ), akkor

SFlf < SF2f7 SF1f > Ssz'

3. Tetszdleges Fy, Fy felosztasokra sp, f < Sp, f.
4. A kévetkezd értékek léteznek:

*/ f(z,y)d(z,y) = sup{spf : F felosztdsa T-nek},

T

*/ flz,y)d(z,y) = inf{Srf : F felosztdsa T-nek},
T

*Ajsjéf

Bizonyitds. A bizobyitas menete ugyanaz, mint egyvaltozos esetben. O

ezek véges értékek és

11.4. Definicié. Ha , [. f = * [, f, akkor f integralhat6é T-n és

/Tf(x,y)d(x,y):*/Tf:*/Tf-

11.5. Definicié. Ha F egy felosztasa T-nek, akkor F' finomsaga:
S(F)=max{|T;|: 1<n<p1<j<q}

A kétvaltozos finomsag:

6(F) = max (g%xp(xi —Zi-1), fgj&%{q(yj - yj1)) ,

azaz a legnagyobb felbontasi téglalap oldala.
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11.6. Tétel. a) Ve > 035 > 0, hogyg(F)<§¢0§*fo75Ff<e ésOSSFff*fo<e
b) Legyen (F,) egy olyan felosztissorozat, hogy 6(F,) — 0 (n — c0), vagyis F, egy minden hatdron
til finomodd felosztdssorozat. Ekkor

anf%*/Tf, Spnf*)*/Tf.

SF"f_>/Tf és Sp,nf—>/Tf.

Bizonyitds. A bizonyitas menete ugyantigy megy, mint egyvaltozos esetben. O

Ha f integrdlhato, akkor

11.7. Definicio. Legyen F' a T egy felosztasa. A felosztéashoz tartozo oszcillacios Gsszeg:
P4
Qrf=)3" <supf ~ inf f) T = Srf = srf.
i=1j=1 \ Tis K
11.8. Tétel. A korldtos f : T — R fiiggvény akkor és csak akkor integrdlhato T-n, ha

Ve > 0 3JF felosztds: Qpf <e.
<= bdrmely F,, minden hatdron tu finomodd felosztdssorozatra Qp, f — 0

<= 3F,, felosztdssorozat, hogy Qp, f — 0
11.9. Definicié. az f : T — R grafikonja:
Gr = (@ f(z,9)) : (2,y) €T} C R?
11.10. Tétel. Ha f : T — R folytonos, akkor integralhato.

Bizonyitds. Weierstrass tétele szerint f korlatos. Heine tétele szerint f egyenletesen folytonos, igy elég
finom felosztés esetén a téglalapokon a fliggvény ingadozasa kicsi, ezért Qp f kicsi = f integralhat6. [

11.11. Tétel. Ha f(z,y) = g(x) - h(y), ahol g integrdlhaté I-n, h integrdlhaté J-n, akkor
feg)diay) = [ g@)do- [ nw)ay
IxJ I J

11.12. Példa. 0

1
/ xyegz+y2 d(z,y) = / ze3 dx - / yey2 dy
[0,1]x[—2,0] 0 _92

/1I€3xdz xeSx 17 lﬁdz:§76371:263+1
0 3 ], Jo 3 3 9 9

0 2 1 -2 0 1
/_zyey = {Qey }2 =50-¢"
/ $y63m+y2 d(x,y): 2¢3 +1 ‘ 1— et _ (263+1)(1764)
[0,1] x[—2,0] 9 2 18
11.2. Fubini-tétel

11.13. Tétel (Fubini-tétel és integralas normaltartomanyon). Legyen T = [a,b] X [¢,d], f : T — R
integrdalhato. Ekkor

1. A
d d
g.(z) = / fay)dy,  gt(@) =" / f() dy

fiiggvények integrdlhatok [a, b]-n.
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b b
h*(y)z*/ f(z,y) dz, h*(y)=*/ f(z,y)dz

fiigguények integralhatdk [c, d]-n.

3. Tovdbba b ) b d
/Tf(Ly) ) :/a (/c f@) dy) de :/a <*/c f(a,y) dy) dx
= /Cd <*/abf(fr,y)dx> dy = /cd <*/abf(x7y)da;> dy.

11.14. Megjegyzés. Ha f folytonos T-n, akkor [ f d(z,y) = fab(fcd [ dy)dz = fcd(fab [ dz)dy.

11.15. Példa. Szamitsuk ki a / y cos(2zy) d(x,y) integralt a Fubini-tétel segitségével!
0,1]x[0,1]
Elgszor integraljunk x szerint:

/ 1 ( / "y cos(2ay) d:r) i | Y ( / cos(2ey) dm) dy

1 . 1 1 . 1 _
_ / y sin(2zy) dy = / sin(2y) dy = ~ cos(2y) 1 cos2.

0

Most integréaljunk y szerint:

/01 (/Olyc08(2xy) dy) dr = /O1 (/OlyCOS(Qxy) dy) i

Bels6 integral parcialis integralassal (u = y, v’ = cos(2zy)):

1 . 1 1 . .
ysin(2zy) / sin(2zy) sin(2z) cos(2zy)
p _ |ysmiery) _
/0 ycos(2ey) dy [ 2z h 0 2z dy 2 | 422

1

0
sin(2z)  cos(2z) — 1
2 422

Ezt x szerint integralni nehéz, de mivel a Fubini-tétel szerint a két sorrend egyenld, az elsé szamolés adja
a helyes eredményt: #.

11.16. Definicié. Legyen F' C R? korlatos halmaz, f : FF — R fiiggvény. Legyen T = [a, b] X [c,d] olyan
téglalap, hogy F' C T, és definialjuk

_Jf@y), (my el
g(x’y){o, (z,y) €T\ F

Ha g integralhaté T-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhatd F-en, és
[ few ey = [ g )
F T
11.17. Definici6é (Normaltartomény). a) Ha F normaltartomany x irdnyban, azaz

F={(z,y):a<z<b c(r) <y <d(x)},

ahol ¢(x), d(x) folytonos fiiggvények [a, b]-n, akkor

/Ff(x,y) d(z,y) = /ab (/c(d:) f(z,y) dy> dx.
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y = d(z)
i : Y= EC(I)
a b x

b) Ha F' normaltartomany y irdnyban, azaz
F={(z,y):c<y<d aly) <z <b(y)},

ahol a(y), b(y) folytonos fliggvények [c, d]-n, akkor

ijwﬂawz[(LZwam>w

Y r=a
Py (y) = by)

11.3. Integralok tulajdonsagai
11.18. Tétel. Ha f,g: F — R integrdlhatok, F C R? korldtos, akkor
(a) c- f is integrdlhatd, és [pc-f=c[nf.
(b) [+ g integrdlhats, és [.(f £9)= [n [+ [n9.
(c) Ha f < g F-en, akkor [, f < [.g.
(d) |f| integrdlhatd, és UFf‘ < [z Ifl.
11.19. Tétel. Ha F,G C R? korldtos halmazok, F N G-nek nincs belsé pontja, és f integrdlhaté F-en és
G-n, akkor f integrdlhato F'U G-n is, és

Jot =05 )5

2
11.20. Példa. Szamitsuk ki a / %d(m,y) integralt, ahol FF az x = 2, y = x és y = % gorbék altal
FY

hatarolt korlatos tartoméany!
A tartomény x iranyban norméaltartomény: 1 <z < 2, %

SC2 2 x 562 2 x
/ — d(z,y) = / / — dy | dv = / z? / y 2dy | dx
FY 1 1/z Y 1 1/

IN

y <.

el GG e () () i
9
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11.21. Példa. Szamitsuk ki a / _”’2 dz dy integralt!
2<uw

\/\c@\

A tartoméany: 0 <y <1, 1. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét: 0 <z < 1,0 <y < /z.

1,1 ) 1 vz ) T vz
/ / ye * dxdyz/ / ye * dydm:/ e " / ydy | dx
0 Jy? o Jo 0 0

N y? NG r
viw=13], =3
0 0

1 1
/ ge_x2 dx = 1 / ze~® da
0o 2 2 /o

2 gy _ dt
Legyen t = x*, dt = 2z dx, azaz v dx = 5.

1 1
dt 1 1
/ ze™® dz :/ et =2 [767t]1 =_(1-e
) , 2 T2 073

Lot > 11 1—e!
T drdy == - =(1— =
Atéﬂe vdy =5 5(1—e’) )

11.22. Példa. Szamitsuk ki a / / y cos(z?) dx dy integralt!
2/3

Atartomany.0§y§1,y2/3§x§1 = 0<z<1,0<y<a¥2

1,1 1 pa®/? 1 z3/?
// ycos(a:Q)da:dyz// ycos(xQ)dydxz/ cos(z?) / ydy | dx
0 Jy2/3 0o Jo 0 0
a3/ 2 3
y z
elg] 4
/O 2 1, 2

1 m?} 1 1
/ — cos(x?) dx = 7/ z3 cos(z?) dx
2 2 Jo

Legyen t = x2, dt = 2z dz, azazxda:—ﬂ 3dx:a:2-xda::t-%.

1 1y 1
/ x3cos(x2)dsc:/ fcostdt:f/ tcostdt
0 0o 2 2 Jo

Parciélis integralassal: [tcostdt =tsint + cost + C.

Tehat

1
/ tcostdt = [tsint—l—cost](l) = (sinl+4cosl) —(0+1)=sinl+cosl—1
0

Tehat )
. 1
/ 23 cos(z?) dx = i(sinl +cosl—1)
0
Lot 9 1 sinl +cosl—1
/ / ycos(z®)dxdy = = - -
0 Jy2/s 2

(sinl+cosl—1)= 1

w\H
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