1. Numerikus sorok

1.1. Definicié. Az (an)nen, an € R valos szdmsorozatbol képzett
oo
> an
n=1

(végtelen) sor n-ik (S,,) részletosszege:

A Y | a, sor konvergens és Osszege S € R, ha

lim S, =S5 (véges).

n—oo
Ha lim, o s, = +00, —00 vagy a hatéarérték nem létezik, akkor a sort divergensnek nevezziik.
1.2. Megjegyzés. A 377 a, jeloli magat a numerikus sort és annak Gsszegét is (ha konvergens).
1.3. Példa (Harmonikus sor).

SLIRTETES
niln_ 2 3 7

Vizsgaljuk az So, — S,-t:

Sop—Gp =yt ot L 1L
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Vagyis a harmonikus sor divergens

1.4. Tétel (Mértani sor). A Y7 ¢" mértani sor konvergens, ha |q| < 1, és ilyenkor
o0
S
n=0 1= q

Bizonyitds. Legyen S, =1+ q+¢%> + ...+ ¢". Ekkor

e ha g =1, akkor S,, = n — +o0;

e ha ¢ # 1, akkor S, = L

1—q
Ebbél kovetkezSen a hatarértéket végtelenben véve kovetkezik, hogy:

= ha |q| <1,

lim S, = ¢ +oo, ha ¢ > 1,

n— oo

nem létezik, ha ¢ < —1.
O
1.5. Megjegyzés. Az Osszegképlet érvényes ¢ € C, |q| < 1 esetén is, ahol |g| a komplex szdm hossza

(Va2 + b2).

1.1. Teleszkopikus Osszegek

Ezek olyan numerikus sorok, ahol a részletosszegek zart alakban megadhatok.

1.6. Példa. Hatérozzuk mega y - | m sor Osszegét!



1.7. Megoldds. A tortet parciélis tortekre bontjuk:

1 _é_’_ B An+1)+Bn (A+B)n+A
nn+1) n n+l1  nan+1)  nn+l)
Ebbél
A+rB=0 é A=1— A=1, B= 1.

Igy

1 1

ap = — —
n n+1

A részletosszegek:

1 1 1
n=11—= - —=
S, ( 2) + <2 3> +...+
Tehat a sor konvergens és Gsszege 1.

1.8. Példa. Hatarozzuk meg a Zzozl In (1 + %) sor Osszegét!
1.9. Megoldds.

an, :1n(1+1> :lnn+1 =In(n+1) —lnn.
n n
A részletosszegek:
Sp=n2-Inl)+ (In3—-In2)+...+(In(n+1) —Inn) =In(n + 1) — +oc.

Tehat a sor divergens.

1.10. Példa. Hatarozzuk meg a > -

1 . At
n=1 n(ng2) SOT osszegét!

1.11. Megoldads.

1 _é+ B An+2)+Bn (A+ B)n+2A4
nn+2) n n+2  an+2) nn+2)
Ebbél ) )
Igy

A részletosszegek:

+(711n-1i-2>] B

Tehat a sor konvergens és Osszege %.

1.12. Tétel (A konvergencia sziikséges feltétele). Ha a > -, ay sor konvergens, akkor a, — 0.
Bizonyitds. Legyen S, — S. Ekkor a, =5, —S,_.1 =5 —-5=0. O
1.13. Megjegyzés. A feltétel nem elégséges. Példaul a harmonikus sorra a,, = % — 0, de a sor divergens.

1.14. Tétel (A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele). A > | a, sor pontosan akkor konvergens,
ha minden € > 0-hoz létezik N € N, hogy minden m > n > N esetén

|ans1 + @i+ ..o+ am| = |Sm — Sl <e.

Bizonyitds. > a, konvergens <> (S,,) részletosszegek sorozata konvergens <= (S,,) Cauchy-sorozat. [



1.2. Sorok zardjelezése
Tekintsiik a >~ ; a,, sort. Képezziink 1] sorozatot a tagok csoportositasaval:
ay +as+asz+ (ag +as +ag+a7)+ag+ag+ ...

Figyeljiik meg, hogy eltiinnek azok a részletosszegek, amelyek a zardjelben szerepl Osszeget két részre
bontjak.

1.15. Definici6é. Legyen by =1 < by < by < ... egész szamok. Ekkor a Y a, sor egy zarojelezése:

oo bry1—1

> D

k=1 n:bk

1.16. Megjegyzés. Ha by, = by_1 + 1, akkor trivialis zardjelezésrdl beszéliink amely csak egyetlen a,,, n =
bp_1 Osszeadandot tartalmaz. A zardjelezés utan kapott részletosszegek az eredeti részletosszegek soro-
zatanak egy részsorozatat alkotjak.

1.17. Tétel. Haa 'y, a, sor dsszege S, akkor tetszdleges zdrdjelezés esetén a zdrdjelezett sor dsszege

is S.

Bizonyitds. Legyen S,, — S. Ekkor a zardjelezett sor részletosszegei az (S,) sorozat egy részsorozatét
alkotjak (mivel csak toroltiink par elemet az S, sorozatbol), igy az is S-hez tart. O

1.18. Tétel (Zarojelek felbontasa). Ha a zdrdjelezett sor dsszege S, és az eredeti sornak is van dsszege,
akkor az dsszege szintén S. De lehetséges, hogy az eredeti sornak nincs dsszege.

Bizonyitds. A zarojelezett sor részletosszegei (Sh,, ) az eredeti sor (S,,) részletosszegeinek egy részsorozata.
Ha ez a részsorozat S-hez tart és maga (S,) is konvergens, akkor (S,,) is csak S-hez tarthat. O

1.19. Példa. A(1-1)+(1-1)+(1-1)+...=0+0+0+... =0 zardjelezett sor konvergens, de az
eredetil —14+1—1+1—1+4... sor divergens, mert a,, / 0.

1.20. Tétel (Mveletek konvergens sorokkal). Ha > > ja, = A és Y > b, = B (ahol A,B € R),
valamint ¢ € R, akkor

Z c-ap, =c- A,

n=1

> (an £by) =A£B,

n=1
Az dllitdsok A = +00 és/vagy B = +oo is érvényesek, feltéve, hogy a jobb oldalak értelmezve vannak (a
hatdrozatlan eseteket kizdrva).

Bizonyitds. Legyen S,(a) = A, S,(b) — B. Ekkor
Z cap = ¢S\ — cA,
k=1

Zn:(ak + b) = Sp(a) £ Sp(b) - A+ B.
k=1

O
1.21. Tétel (Véges sok dsszeadandd megvaltoztatasa). Ha a > - | a, sorban véges sok dsszeadanddt
a) torlink,
b) hozzdadunk,

¢) megudltoztatunk,



akkor a konvergens sor konvergens marad, a divergens sor divergens marad. A sor dsszege azonban
vdltozhat.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg az egyes eseteket.

a) Torlés esetén: Ha k darab tagot torliink, akkor elég nagy n-re az 4j sor S/ részletisszege
S! = Spik + C (ha az elsé k tagot toroltiik). Mivel (S,,) konvergens, ezért (S,1x) is konvergens és
ugyanahhoz a hatéarértékhez tart.

b) Hozzaadas esetén: Ha k darab 4j tagot adunk hozza (pl. az elejéhez), akkor elég nagy n-re
Sl = S,_r + C, ahol C a hozzaadott tagok Gsszege. Mivel (S,,_i) — S, ezért S, — S+ C.

c) Megvaltoztatas esetén: Ha k darab tagot megvaltoztatunk, az tekinthetd ugy, hogy elGszor
torsljiik az eredeti k tagot, majd hozzaadjuk az 6j k tagot. Igy elég nagy n-re S/, = S, — K +C, ahol K
az eredeti torolt tagok Osszege, C' az 1j tagok Osszege.

Minden esetben az 1j sor (S},) részletdsszegei az eredeti sor (S,,) részletdsszegeibdl konstans hozzaada-
saval vagy indexeltolassal szarmaznak, igy konvergencia esetén az 1j sor is konvergens lesz, divergencia
esetén pedig divergens marad. O

1.22. Megjegyzés. Ha a sorban véges sok tagot valtoztatunk meg, akkor a konvergencia ténye nem valtozik,
de az Osszeg igen (altalaban S — K 4 C' lesz, ahol K a kivett tagok 6sszege, C' a hozzaadott tagok Osszege).
Ha k tagot torliink, akkor C' = 0; ha k tagot hozzaadunk, akkor K = 0; ha k tagot megvaltoztatunk,
akkor mindkett§ nem nulla lehet.

1.23. Példa. Tekintsiik a konvergens Y oo, 55 = 1 sort. Ha az els6 tagot (1/2) kicseréljiik 1-re, akkor
az 1j sor Osszege 1 — % +1= % lesz.

1.24. Példa. A divergens harmonikus sor > 2 % elsé 10° tagjanak megvaltoztatasa utan a sor tovabbra
is divergens marad.

2. Nemnegativ taga sorok

2.1. Definicié. A Zzozl an sort nemnegativ tagtnak nevezziik, ha minden n € N esetén a,, > 0.
2.2. Tétel. Ha ) . | a, nemnegativ tagi sor, akkor a részletisszegek (Sy) sorozata monoton névekuvd.
Bizonyitds. S, — Sp—1 =a, >0, igy S, > S,,—1 minden n > 2-re. O

2.3. Kovetkezmény. A nemnegativ tagi sorok vagy konvergensek (ha a részletosszegek korlatosak),
vagy +oo-hez tartanak (ha nem korlatosak). Egy nemnegativ tagi sor pontosan akkor konvergens, ha
(Sy) korlatos sorozat.

2.1. Osszehasonlité kritériumok

2.4. Tétel (Majorans kritérium). Tegyik fel, hogy 0 < a, < b, minden n € N-re (vagy legaldbbis
valamilyen N indextdl kezdve). Ha Y. > | b, konvergens, akkor Y. | a, is konvergens.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy 0 < a,, < b, minden n € N-re (ez mindig feltehets, mert N utan teljesiil, N
index el6tti tagok pedig végesek, vagyis ha nullava tessziik 6ket, akkor az nem valtoztat a konvergencian).
Ekkor a részletosszegekre 0 < S, (a) < S, (b) teljesiil minden n-re. Mivel Y b,, konvergens, ezért S, (b)
korlatos, igy Sp(a) is korlatos. De S, (a) monoton névekvs, igy korlatossaga esetén konvergens. O

2.5. Tétel (Minorans kritérium). Tegyiik fel, hogy 0 < a, < b, minden n € N-re (vagy legaldbbis
valamilyen N indextdl kezdve). Ha > 7 | ay, divergens, akkor > - | by, is divergens.

Bizonyitds. majorans kritériummal, TFH: 3" b,, konvergens O

2.6. Példa. Vizsgaljuk meg a >~ ﬁ sor konvergencidjat!
2.7. Megoldds. Minden n € N-re
1 1

n2+n — n2’

és >, % konvergens (lasd kés6bb), igy a majorans kritérium alapjan az eredeti sor is konvergens.



2.8. Példa. Vizsgaljuk meg a 270;;1 ﬁ sor konvergencidjat!

2.9. Megoldds. Minden n € N-re
>

S

Sl-

és a harmonikus sor ) % divergens, igy a minorans kritérium alapjan az eredeti sor is divergens.

2.10. Tétel (Kondenzéciés kritérium). Legyen (a,) nemnegativ tagi, monoton csékkend sorozat (azaz
ay > as >az>...>0). Ekkor a Z 1 @n sor pontosan akkor konvergens, ha a

[eS)
E 2ka2k
k=1

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen (a,) nemnegativ tagt, monoton cstkkend sorozat. Vizsgaljuk a részletosszegeket 2™
tagra.
(«): 2F <n < 2F*1 esetén

Sy < Sty =a1+ (ag+az)+(as+as+as+ar)+...+ (age + ... +ageiq 1)
N—_——

<2as <day <2ka,y

Fels6 becslésekkel Sorv1_7 < a1 + Sk(kondenzécios), ami korlatos mennyiség a feltétel miatt
Tehat (S,) is korlatos sorozat = konvergens
(=): Csoportositsuk masképp a tagokat:
Sor+1 = ay +a2—|—(a3+a4)+(a5+a6—|—a7+a8)+...+(azkﬂ —|—...—|—a2k+1)
——

>2a4 >4asg >2k-a,p 41

Vagyis

1
52k+1 > ay + §Sk+1(kondenzéci(’)s)

Sor+1 korlatos (a feltétel miatt) = Syr+1(kondenzacios) korlatos = > 7 | 2"asn konvergens [

2.11. Példa (Hiperharmonikus sor). Vizsgaljuk mega Y oo, - sort (o > 0)!
2.12. Megoldds. Alkalmazzuk a kondenzacios kritériumot:
k k ka _ l1—a\k
St b =Stk = S
k=1

Ez egy mértani sor, ami pontosan akkor konvergens, ha 2! < 1, azaz 1 — a < 0, vagyis a > 1. Tehat

oo

Z — konvergens <= a > 1.
n

n=1
Specialisan:
e o = 1: harmonikus sor, divergens.
e o = 2: konvergens.
— 1. 3; .
e a = ;: divergens.

2.13. Tétel.

oo "
E— -
e _Zn' reR
n=0
St 2n+1
hz = eR
shz @n T 1) x
& 2n



Bizonyitds. Az f(x) = e® fiiggvény 0 kozéppontt n-edfokd Taylor polinomja:

S J (k) (O) k S mk 2 f(n 1)(0) n+1 e’ n+1
n = § = 7 —4n = i\ = 1\

A maradéktagot vizsgalva:

Ed
€ n+1
)~ Talo)| < el 0
Ezért f(z) = limy, o0 T (), akkor pedig e® =37 (2 zeR
\V../ :

sh(z) = =3 Zn 0 wn_fﬂ x)n, ez péaros n esetén csupa 0, paratlan n esetén pedig % alaktak az
6sszeadand0k vagyis a sor végsd alakja:

Sl 2n+1

> Gt

|
o (2n+1)!
x —x 1 n —_n 2n

che = 5F— =330 F— =305 (2 H

2.14. Tétel. A koszinusz fliggvény Taylor-sora minden x € R esetén konvergens:

e 2n

cosx = Z(fl)” e ; (Vz eR)

o (2n)!

*)
Bizonyitds. T,(x) =Y} _, Cosk (O) ok = =D k< (2,3?:1:

f(n+1) |x|n+1
|cosx — < L 50, x rogzitett, n-nel tartunk a végtelenbe
(n+ 1! (n+1)!
o (-D"
— i _ — 2n
= cos(z) = nh_)rrgo T(x) = cosx = z;) @) " VreR
n—
O
2.15. Tétel. A szinusz fiigguény Taylor-sora minden © € R esetén konvergens:
0 2n+1
. - 1\n x
sinx = Z( 1) 2 (Vx € R)
n=0
Bizonyitds. Hasonléan a koszinusz bizonyitédsahoz O

2.16. Megjegyzés. A fenti sorfejtések komplex z-re is érvényesek, és ekkor fennallnak az Euler-formulabol
ismert Osszefiiggések:

s 2n
z
chz = cos(iz) = Z
|
— (2n)!
0 x2n+1
shz = —isin(iz) = Z s

n=0

2.17. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen a,, > 0, ekkor

An41
An,

(a) 1. Halim, < 1, akkor > a, konvergens

2. Ha lim,_,oo 2242 > 1, akkor > ay, divergens

an

An41
an

2. Ha liminf,_, aa—:l > 1, akkor Y a, divergens.

(b) 1. Halimsup,,_, <1, akkor Y a, konvergens.

2.18. Megjegyzés. A lim sup és lim inf hasznélata pontosabb megfogalmazast tesz lehetévé:



an+1

e Ha limsup = ¢ < 1, akkor véges sok n kivételével az% < g < 1barmely c < g < 1.

e Ha liminf % = ¢ > 1, akkor véges sok n kivételével “2+ > 1.

Bizonyitds. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyiik fel, hogy limsup,,_, . a;“ = ¢ < 1. Ekkor barmely ¢ < g < 1l-re véges sok n kivételével

“tl < g. Azaz letezik N € N, hogy minden n > N-re

a
n+1 < <:1
(275
Ekkor
2 k
ant+1 < gan, ant2 <gant1 < ¢ an, ..., an+tk < ¢ an].

Igy a sor "farokrészét" majoralja a Yoreo anq® mértani sor, ami konvergens, mert |q| < 1. Ezért az
eredeti sor konvergens.

Ha liminf, o = = ¢ > 1, akkor véges sok n kivételével “2+L > 1. Ekkor a, monoton nd (egy
indext6] kezdve), igy nem tarthat 0-hoz, tehét a sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel). O

2.19. Példa. Vizsgaljuk meg a > oo 2 sor konvergencidjat!
2.20. Megoldds.

nt1 (n+1)! n" n+1 n n" 1 1
= - " = = o<1
an, (n+1)"1 nl  (n4 1)+l (n+1)m  (1+1) €

n

Tehat a sor konvergens.

2.21. Példa. Vizsgiljuk meg a > ° | o ");2 sor konvergenciajat!

2.22. Megoldds.

any1  (2n+2)! 4"(n!)?2  (2n+2)(2n+1)  4n® +6n+ 2
an A ((n+ 12 (2n)!  4(n+1)2 4n2 4+ 8n+4

A hanyadoskritérium itt nem dont. Tovabbi vizsgalat sziikséges (A Stirling-formulabol kovetkezik, hogy

1

az Osszeadandok nagysagrendje n™ 2, ezért az Osszeg divergens).

a'n+1

2.23. Megjegyzés. Attol, hogy < 1 Vn nem kovetkezik, hogy a sor konvergens (lasd: harmonikus
sor), de ha a;fl <g<1Vn teljesul akkor a sor konvergens, ugyanis limsup < 1.

2.24. Példa. Vizsgaljuk meg a » o, (273; sor konvergenciajat!

2.25. Megoldas.

any1 ((n+1)H2 (2n)! (n+ 1) o+ 2n+1 L1 -1
an  (2n+2)! ()2 2n+2)2n+1) 4n2+6n+2 4

Tehét a sor konvergens.
2.26. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen a, > 0. Ekkor:
(a) 1 Halim,, o /a, <1, akkor >_ a, konvergens.
2 Halim, o /a, > 1, akkor Y a, divergens.

(b) 3 Halimsup,,_, ., /a, <1, akkor > a,, konvergens.
4 Halimsup,,_,., ¥/a, > 1, akkor Y a, divergens.



Bizonyitds. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyiik fel, hogy limsup,,_,., /a, = ¢ < 1. Ekkor létezik olyan ¢, hogy ¢ < ¢ < 1, és véges sok n
kivételével /a, < q. Azaz létezik N € N, hogy minden n > N-re

v an <q = ap < qn.

Ekkor a sor "farokrészét" majoralja a » o\ ¢" mértani sor, ami konvergens, mert |¢| < 1. Ezért a
majorans kritérium miatt az eredeti sor is konvergens.

Ha limsup,,_,., {/an = ¢ > 1, akkor végtelen sok n-re /a, > 1, azaz a, > 1. Ekkor a,, 4 0, igy a
sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel). O

2.27. Megjegyzés. A gyokkritérium erésebb a hényadoskritériumnél abban az értelemben, hogy ha a
hanyadoskritérium konvergenciat jelez, akkor a gyokkritérium is, de forditva nem mindig igaz. Vannak
sorok, melyekre a hanyadoskritérium nem dént, de a gyokkritérium igen.

n
2.28. Példa. Vizsgaljuk mega y - | (%) sor konvergenciajat!

2.29. Megoldds.
2n
tn = 3n+1

Tehét a gyokkritérium alapjan a sor konvergens.

—>2<1
3

TL2
2.30. Példa. Vizsgaljuk mega > -, (1+2)" sor konvergenciajat!
2.31. Megoldds.
1 n
Vay, = (1 + ) —e>1
n
Tehét a gyokkritérium alapjan a sor divergens.

2.32. Példa. Vizsgaljuk meg a > > . —L— sor konvergenciajat!

n=1 (Inn)™
2.33. Megoldds.
1
Ya, =——0<1

Inn
Tehat a sor konvergens.

n

2.34. Példa. Vizsgaljuk meg a ) ° | 57— sor konvergenciajat!

2.35. Megoldds. Ttt a gyokkritériumot alkalmazzuk:
n n

/o _
a, = =

2-vn!  2-Vn!

Ismert, hogy ¥/n! ~ 2 (Stirling-formula), igy

n
2.

n
anN

(&
=->1
2

o3

Tehat a sor divergens.
2.36. Példa (Hatéreset). Vizsgaljuk mega > o | L és 3> | -1 sorokat a gydkkritériummal!

2.37. Megoldds. Mindkét esetben:

n 1 — _plon
{L/ﬂ:\’/—:np/”:e el =1
npb

A gyokkritérium nem dont (a hatarérték 1), pedig az egyik sor divergens, a méasik konvergens.

2.38. Példa. Vizsgaljuk meg a kovetkez§ sort:

ha n péaros

e 1
E an, ahol a,=<¢?2" )
= 3w, han paratlan



Wl M=

b

2.39. Megoldds. Szamitsuk ki a gyokok lim sup-jat:
,  ha n paros
i = ,
ha n paratlan
An41
an

Ekkor lim sup /a,, = % < 1, igy a sor konvergens. (Valoban, a sort majoralja a > QL konvergens mértani
= 00, liminf 2+ =0

sor.) A hanyadoskritérium nem donti el a konvergenciat, mert lim sup

2.40. Példa. Vizsgéljuk meg a kovetkezs sort:
= n

n=1
2.41. Megoldds.
an = ~ = 220906 < 1
"3l 3 v 3 .
Tehat a sor konvergens.
2.42. Példa. Vizsgéljuk meg a kdvetkezs sort:
fi(zn—1>"
— 3n+2
2n —1 2
- <1

2.43. Megoldds.
Vin = 3n 12 3

Tehat a sor konvergens.
2.44. Tétel (Integralkritérium monoton csokkend, nemnegativ fiiggvényekre). Legyen f(z) > 0 monoton

csokkend a [K,00) intervallumon (K € N). Ekkor a

numerikus sor pontosan akkor konvergens, ha az
oo

/ f(z)dx
K

improprius integrdl konvergens.
Tovdbbd, ha a sor konvergens, akkor érvényes a kévetkezd becslés a maradékra:
oo o]
> <[
n

JIRCLE
n+1 k=n+1

Bizonyitds. S — Sp = apy1 + apgo... < f:o f az abrabol nyilvanvaléan, vagyis

i akg/:of(x)dx

k=n-+1

an

n n+ln+2



Ugyanebbdl a gondolatmenetbdl adodik, hogy

Zak/f

k=n-+1

QA

n+ln+2n+3

2.45. Példa. Vizsgaljuk meg a Zn 9 nlnn sor konvergenciajat!

2.46. Megoldds. Legyen f(x) = —— a [2,00) intervallumon. Ekkor

zlnx

/ ! dz = [In(lnz)]y” = lim In(Inbd) — In(In2) =
2

zlnz b—o0
Az integral divergens, igy a sor is divergens

2.47. Példa. Vizsgiljuk meg a > 7 7 sor konvergenciéjat!

n=2 n(ln n)

2.48. Megoldds. Legyen f(z) = W a [2,00) intervallumon. Ekkor

[
5 x(lnx)? 7| e . mz >

Az integral konvergens, igy a sor is konvergens.
2.49. Példa. Vizsgaljuk meg a > >7
2.50. Megoldds. Legyen f(x) =

gt
n=2 TTnaminTns Sor konvergencidjat!

——1—— a [3,00) intervallumon. Ekkor

o 1
——— dz = [In(Inl 5 =
/3 :vlnx~lnlnmdx [In(ninz)l;" = oo

Az integral divergens, igy a sor is divergens.
2.51. Példa. Becsiiljik meg a Z 2 sor n-edik maradékat!
2.52. Megoldds. Az 1ntegralkr1ter1um becslése alapjan:
o] 00 o]
1 1
n+1 JJ k= n+1

Kiszamolva az integralokat:
o0

17 1 1
[ x} n+17 Z k2 —

n+1 k=n-+1

S|

Tehéat a maradék ~ %
2.53. Példa. Becsiiljik meg a 377, o5 sor maradékat n = 10%-ral
2.54. Megoldds. Az integralkritérium becslése alapjan:

oo oo 1
d
/nH:vlnx Z klnk2 _/n z(Inz)? .

Kiszamolva az integréalokat:

[ 1 r 1 1
— =—= <R, <—
Inz| ., In(n+1) Inn

Ha n = 10%, akkor Inn = 13.8, igy R,, ~ 0.072. Kiszamolva a pontos értéket R,, ~ 0.074-t kapunk, vagyis
a becslésiink jo.
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3. ElGjeles sorok

3.1. Abszolat konvergencia

o0

n—1 |an| sor konvergens.

3.1. Definici6. A > 77, a, sort abszolat konvergensnek nevezziik, ha a )
3.2. Tétel. Az abszolut konvergens sorok konvergensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy > |a,| konvergens. Mivel
0 < ap+ |an| < 2|ay|,

ezért a majorans kritérium miatt Y (a, + |a,|) is konvergens. Ekkor

Zan = Z(an + lan]) — Z |an|

két konvergens sor kiilonbsége, igy konvergens. O

3.3. Definicié. A > a, sort feltételesen konvergensnek nevezziik, ha konvergens, de nem abszolit
konvergens.

3.2. Leibniz-tipusu (alternald) sorok

3.4. Tétel (Leibniz-kritérium). Legyen (a,) monoton csokkend, nulldihoz tarts, nemnegativ sorozat. Fk-

kor a
oo

Z(_l)n+1an =a1—G2+a3—aq4+ ...

n=1

alterndlo sor konvergens. Tovdbbd a maradékra teljesil, hogy
|S - Sn‘ S An+1,
ahol S a sor dsszege, S, pedig az n-edik részletdsszeq.

Bizonyitds. Vizsgéljuk a paros és paratlan indexi részletosszegeket.

Legyen Sa, = (a1 — a2) + (a3 — aq) + ... + (a2n—1 — a2,). Minden zarojelben az els6 tag nagyobb a
méasodiknél (monotonités), igy Sa,, monoton névekvs.

Legyen Son41 = a1 — (a3 — a3) — (ag — as) — ... — (a2n — a2p4+1). Minden kivonas utan pozitiv tag
kovetkezik, igy So,4+1 monoton cstkkend.

Tovabba Sa,, < Sap,41 minden n-re, mert Sap, 1 — Son = agny1 > 0.

Son < Sok+1, mert ha N = max(n, k), akkor

Son < San < Son41 < Sopta

Son n6VE, Sa, < 51 (az el6z6 pont miatt) = 3S* = lim Sy, véges

S* < S2k+1 = 35* < S** = lim Szk+1

Sop < 8% < 5% < Sopt1, 0< Sopp1 — Son = agny1 — 0, ezért S* = S** — > a, konvergens
Hibabecslés: 0 < S — So, < Sopy1 — Sor < agp41 és 0 < Sopy1 — S = Sopy1 — Sopt2 = Gopt2, vagyis
ezek alapjan a maximumot kivalasztva a hiba mértéke:

|Sn - S| = A2n+1

O

3.5. Példa. A Y % (valtakozo eldjeld harmonikus sor) konvergens, mert a, = - monoton

csokkend és tart 0-hoz. Nem abszolut konvergens, mert Z% divergens.

3.6. Példa. A Zf}o:l(fl)"“ﬁ Leibniz-tipust sor, konvergens, de nem abszolit konvergens.

3.7. Példa. Vizsgaljuk meg a >~ sin(mv/n? + 1) sort!
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3.8. Megoldds.

o0
Zblnﬂ' n? + meﬂ'n—!—ﬂ (Vn2+1-n)) Zcoswn sin(m(v/n? + 1 —n))

n=1 (

-br sin( =)

és

_ 0
n2+1—|—n\

mert nullahoz kozelediink
3.9. Példa. A Y (—1)" 'L sor:
e p > 1 esetén abszolut konvergens.
e 0 < p <1 esetén feltételesen konvergens.

e p <0 esetén divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel).

4 faoil I )"+
3.10. Példa. Vizsgaljuk mega )~ sort! Ez abszolut konvergens, mert Z konvergens.

3.11. Példa. Vlzsgaljuk mega y ., —n11)1“ sort! Ez Leibniz-tipust, konvergens, de nem abszolat kon-
vergens, mert Y @y divergens.

3.12. Példa. Vizsgaljuk mega > oo, CUn ort

n2+1
3.13. Megoldds. a, = nZLng 1. ami 0-hoz tart, de a monotonitést ellendrizni kell. f(z) = o
derivaltja f'(x) = x(;lﬁgg = (zlzfl)z, ami z > 1 esetén negativ, tehat n > 2-re monoton csékken. Igy

Leibniz-tipust, konvergens. Nem abszolut konvergens, mert > ~ Z% divergens.

_n_
n2+1

3.14. Példa. Vizsgaljuk meg a Y~ €27 sort! Mivel cosnm = (—1)", ez megegyezik a valtakozo

n=1
el6jeld harmonikus sorral, tehat feltételesen konvergens.

3.15. Példa. Vizsgaljuk mega y -, \C/Osﬂ sort!

. x - o - .. ) .
3.16. Megoldds. \‘}% = \(/n27)+1’ ez Leibniz-tipusid, mert a,, szigortan monoton csékken és nulldhoz tart,
tehat konvergens. Nem abszolut konvergens.

3.17. Példa. Vizsgaljuk meg a > - | 1=CSnT gorg]
3.18. Megoldds. 1—cosnm = 1—(—1)", ami n parosra 0, n pératlanra 2. Igy asor Y ;2| 5725 =22 5727,
ami divergens (hiszen a harmonikus sor divergens).

3.19. Példa. Vizsgaljuk mega > -, 1’“’% sort!
3.20. Megoldds. Hasonloan az el6z6hoz, ez y .- \/% ~> %, ami divergens.
3.21. Példa. Vizsgéljuk meg a > " (ch L — 1) sort!

3.22. Megoldds. ch% —-1= # + ﬁ + ... igy a sor abszolut konvergens.

1
n2?

3.23. Példa. Vizsgaljuk mega Y - In (1 + #) sort!

D"\ _ ()" 1 ()
ln<1+ - ) +

n 2n2 3n3

3.24. Megoldas.

A fétag (_ ) egy feltételesen konvergens sort ad, a tébbi tag Z tipust, ami abszoltut konvergens. Igy
az eredeti sor feltételesen konvergens.
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3.3. Sorok Atrendezése

3.25. Tétel (Atrendezési tétel abszoltt konvergens sorokra). Ha a Y o a, sor abszohit konvergens,
akkor az dsszeadanddk tetszdleges dtrendezésével kapott > | al, sor is konvergens, és dsszege megegyezik
az eredeti sor dsszegével:

o0 o0

’
g a, = E Q.
n=1 n=1

3.26. Tétel. Ha a > a, sor feltételesen konvergens, akkor a pozitiv tagokbdl dllé sor divergens (+oo-hez
tart), a negativ tagokbdl dlld sor pedig divergens (—oo-hez tart). Formdlisan:

Zan:—i—oo, Zan:—oo.

an, >0 an<0

3.27. Megjegyzés. A tételben csak az lehetséges, hogy a negativ tagok Gsszege —oo, a pozitivaké oo,
kiilonben ha barmely véges lenne, akkor divergens lenne a sor.

3.28. Tétel. Legyen > a, egy feltételesen konvergens sor. Ekkor tetszéleges B € RU {400, —c0} esetén
létezik a sornak olyan dtrendezése, amelynek dsszege B.

Bizonyitds vazlat. A feltételesen konvergens sorokra a pozitiv tagok Gsszege +oo, a negativ tagok Osszege
—o00. Az atrendezést a kovetkezSképpen konstrualjuk:

1. Ha B véges, akkor vegylink annyi pozitiv tagot, hogy 6sszegiik meghaladja B-t, majd annyi negativ
tagot, hogy 0sszegiik B ala csokkenjen, majd ismét pozitiv tagokat, stb. Mivel a tagok nullahoz tartanak,
ez az eljaras konvergalni fog B-hez. Ha iigyeliink arra, hogy minden lépésben az addig fel nem hasz-
nalt legkisebb indext pozitiv illetve negativ 6sszeadanddkat hasznéljuk, akkor igy minden Gsszeadandot
felhasznalunk a végén, tehat Y a,, egy atrendezését kapjuk.

2. Ha B = +o00, akkor az atrendezést igy konstrualjuk:

Vegyiik sorra a pozitiv és negativ tagokat (mindig a még fel nem hasznalt legkisebb indextit). Az
n-edik lépésben addig adunk Ossze pozitiv tagokat, amig a részosszeg meg nem haladja az n-et, majd
hozzaadunk egy negativ tagot.

Mivel minden lépésben csak véges sok tagot hasznalunk fel, és minden tag sorra keriil, valoban atren-
dezést kapunk. A részosszegek minden n-re meghaladjak az n-et, ezért a sor dsszege +o0.

3. Ha B = —o0, hasonléan, a negativ tagok dominalnak. O

3.29. Példa. A Y7 (—1)"T'L (valtakozo elSjeld harmonikus sor) feltételesen konvergens. Ennek a
sornak az Gsszege In2 (ha az eredeti sorrendben hagyjuk). Atrendezéssel azonban barmilyen valés szam
elsallithato Osszegként.

3.30. Példa. Mutassuk meg, hogy a >~ , (—1)”*‘1% sornak létezik olyan atrendezése, amelyik % In 2-hez
konvergal!

3.31. Megoldds. Vegyiik a kovetkez6 atrendezést:

1Jr1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6

azaz két pozitiv tag utan egy negativ tag kovetkezik. Jelolje S ezen atrendezett sor dsszegét. Szamolassal
igazoljuk, hogy S = %ln 2.
Csoportositsuk a tagokat harmaséval:

> 1 1 1
S_kz_l(4k—3+4k—1_2k>'

Irjuk fel a In 2 ismert sorfejtését a valtakozo harmonikus sorbol:

oo
a1 1 1 1 1 1 1
1n2:Z(—1)+1ﬁ=1—§+§—1+5—6+“'
n=1
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Most vegyiik ennek a sornak a kdvetkezd linearis kombinaciojat:
1 3
In2+ -In2=-1n2.
n2-+ 5 n 5 n

Szamitsuk ki ezt masképp:

A miésodik tagban szorozzuk be a %—t a sorba:

§1n2* 1f1+1f1+1f1+ + 1f1+1f1+i,i+
2 o 2 4 6 8 10 12

Most adjuk Gssze a két sort tagonként. Vegyiik észre, hogy a mésodik sorban a %—es tagok éppen

kitoltik a hidnyzo paros nevezdji tagokat, de elGjelesen:

Sm2= () (o s ) (S )+ (e D) e (D) (R D) (2 (-2-2)+
“1no = -4z z - _Z z 4z - -z
2 2 2 3 4 4 ) 6 6 7 8 8
Egyszertisitve:

312 1_’_1 1+1+1 1+1+1 1+
21n2 = e T R
2 3 2 5 7 49 11 6

Ez pedig éppen az atrendezett sorunk, tehat:
3
S=-In2.
5 n

Ezzel igazoltuk, hogy a megadott atrendezés valoban %111 2-hez konvergal.

3.32. Példa. A Y 7| (71/);1 sor feltételesen konvergens, mert a,, = ﬁ monoton csokken és tart 0-hoz,

de > ﬁ divergens.

3.33. Példa. A > 7 | (_173: ™ sor abszolit konvergens, igy barmely atrendezése ugyanahhoz az 6sszeghez
konvergal.

3.34. Megjegyzés. A Riemann-féle atrendezési tétel jol mutatja a feltételesen konvergens sorok "instabili-
tasat": az Osszeg fligg a tagok sorrendjétél. Ezért ilyen sorokkal ovatosan kell banni, példaul szorzéasnal
vagy mas miiveleteknél.

4. Hibabecslés numerikus sorokra

Héarom fontos modszer a sorok maradékanak (hibajanak) becslésére:

4.1. 1. Integralkritérium esetén

Ha f(x) > 0 monoton cskkend fiiggvény a [K, 00)-n, akkor a Y~ .- f(n) sor maradékéra:

| twas < S 5 < | i@

k=n-+1
Azaz a hiba (a sor n-edik részletosszeg utani része) két integral kozé szorithato.

4.2. 2. Leibniz-tipust (alternald) soroknal

Ha a Y7 (—1)"*"ta, sor teljesiti a Leibniz-kritérium feltételeit (a, > 0, monoton csokkend, a, — 0),
akkor a maradékra:
|S - Sn| S An41

Azaz a hiba nem nagyobb a sor kévetkez6 tagjanak abszolut értékénél.
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4.3. 3. Majorans kritérium alkalmazasaval

Ha |a,| < by, és > b, konvergens, akkor > a,, is konvergens, és a maradékra:

(o) oo o0
1S=Sul =1 > an|< D | < D b
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

Azaz a hibat majoralja a > b, sor megfelels maradéka.
4.1. Példa. A >, # sor esetén hany tagot kell 6sszeadni, hogy a hiba 10~2-nél kisebb legyen?

4.2. Megoldds. Hasznaljuk az integralkritériumot:

1 11 1
b f o[-
$n n

Azt szeretnénk, hogy % < 1072, azaz n > 100. Tehat n = 101 tag mar elegendd a kivant pontossaghoz.

OO

k= n+1

4.3. Példa. A Y| - sor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 10-nél!
4.4. Megoldds.

11 1
——| = =—=0.005
Z k3 _/0 333 { 23’52:|10 200

k=11
Tehét a hiba kisebb, mint 0.005.

4.5. Példa. A valtakozo elGjeld harmonikus sor Y o (_17):“ esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba
10~3-nél kisebb legyen?

4.6. Megoldds. Leibniz-tipusi sorr6l van szo, igy |S — Sp| < ant1 = —35. Azt szeretnénk, hogy
1073, azaz n + 1 > 1000, vagyis n > 1000. Tehat 1000 tag utan a hiba mar kisebb, mint 0.001.

n+1

4.7. Példa. A > | D™ Sor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 5-nél!

n

4.8. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, a maradék: |S — Ss| < ag = 6% = ﬁ ~ 0.00463.

4.9. Példa. A Y 77 | 95T gor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 10-nél!

n=1 n2+41
4.10. Megoldds. Mivel ‘f;ff < n21+1 n2, és Z konvergens, a majorans kritériummal:
cos km
g Zk,z_/ —da; =0.1
k=11

Tehat a hiba kisebb, mint 0.1. Azonban tudunk ennél jobb megoldast is talalni. Ha kihasznaljuk, hogy

cosnm = (—1)", akkor a sor:
— n?+1

Ez egy Leibniz-tipusu sor, mivel a,, = n%_H pozitiv, monoton csékkend és tart 0-hoz. Emiatt a sor 6sszege
és az n-edik részletosszeg kiilonbsége (a hiba) nem nagyobb, mint a soron kévetkezs els§ elhagyott tag
abszolut értéke. Igy n = 10 esetén:

1 |
Riol Sann = ——— = —— ~0,0082
Bl < a1 = 9577 = 755 =0

Ez joval pontosabb becslés, mint a 0.1.

4.11. Példa. A Yo G2

5~ sor esetén hany tag kell a 10~2 pontossaghoz?
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4.12. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, hiszen a,, = 3%4_5 pozitiv, monoton cstkkeng és tart 0-hoz. A mara-

dékra:
1 1

3n+1)+5 3n+8

Azt szeretnénk, hogy ﬁ < 1072 = 0.01, azaz 3n + 8 > 100, vagyis 3n > 92, n > 30.67. Tehat n > 31
tag kell.

|S - Sn| <apg1 =

4.13. Példa. A > | % sor esetén becsiiljiik meg a hibat n = 4-nél!

4.14. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, |S — Sy| < ay = & = m ~~ 2.76 - 1075, ami rendkiviil pontos
kozelitést ad.
4.15. Példa. A Y 7| m sor esetén becsiiljiik meg, hany tag kell a 10~2 pontossaghoz!

4.16. Megoldds. Mivel m < #, és > # konvergens, hasznaljuk az integralkritériumot:

f: i</°oidx_ R R
Kt — z o 33 T 3p8

k=n-+1 n n

Azt szeretnénk, hogy # <1073, azaz 3n® > 1000, n® > 333.3, n > 6.93. Tehat n > 7 tag kell.

4.17. Példa. A > | D™ or esetén becsiiljiik meg a hibat n = 5-nél!

n-2m
4.18. Megoldds. Leibniz-tipust sor, |S — S5| < ag = 555 = 561 = 557 ~ 0.0026.

4.19. Példa. Melyik n-re lesz a Z;’;HH % hiba kisebb, mint 10747

4.20. Megoldds. Integralkritériummal:

i L R
k3= ), x3 7 2n?
k=n+1

7 <1077 = 202 > 10" = n? > 5000 = n > 70.71, tehdt n > 71.

4.21. Példa. A Y7 | “}};H sor esetén hany tag kell a 1072 pontossaghoz?

4.22. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, |S — S| < apq1 =

1
Vn+1’
vn+1>100, n+ 1> 10000, n > 9999. Tehat n > 10000 tag kell.

1
vn+1

Azt szeretnénk, hogy < 0.01, azaz

4.23. Példa. Vizsgaljuk mega > -, % sort!

4.24. Megoldds. El6szor egyszertsitsiik a szamléalot:
n+12—m*+n)=n*+2n+1-n>-—n=n+1

ley +1 1
n
aann_1%§7éO (n — o)

Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, a sor divergens (nem teljesiil a sziikséges feltétel).

4.25. Példa. Vizsgaljuk mega y - | 2n=D" sor konvergenciajat!

n!

4.26. Megoldds. Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

any1  (2n41)mH n! (2n + 1)7+!

an (n+1)! (@2n-1)" (n+1)(2n-1)"

_2n+1 (Qn—i—l

n
= —2-el=2>1
nt 1 2n—1) ¢z

Tehét a sor divergens.
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4.27. Példa. Vizsgaljuk meg a > % sort! Leibniz-tipust-e? Ha igen, adjunk hibabecslést!

4.28. Megoldds. Legyen a, = 3n+8 Ekkor:

e a, > 0 minden n € N-re

1

e a, monoton csdkkend, mert a, 1 = T}Hl < g = ln
e a, — 0, mert 3 + —0
Tehat a sor Leibniz-tipusi, igy konvergens. A maradékra:
1 1

|S_ Sn‘ <apy1 =

3n+1)+8 3n+11

4.29. Példa. A Y 7| (_171)2”1 sor esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba 10~3-nél kisebb legyen?

4.30. Megoldds. Leibniz-tipust sorr6l van szd, igy |S — Sp| < ant1 = ﬁ Azt szeretnénk, hogy
ﬁ <1073, azaz (n +1)2 > 1000, n + 1 > 31.62, tehat n > 32 tag kell.

4.31. Példa. A > | % sor esetén becsiiljiikk meg S — S3 értékét!

4.32. Megoldds. Leibniz-tipust sor, |S — S| < ay = & = =iz ~ 1.98- 1077

4.33. Példa. Dontsiik el, hogy a > ¢ sor konvergens-e!

n=1 1+ch2

4.34. Megoldds. Hasznaljuk az integrél kritériumot. Legyen ¢t = chz, ekkor dt = shx dz, igy

< _sh > dt
/1 % dzr = /1 T arctg(ch(co)) — arctg(ch(1)) = g — arctg(ch(1))

ami véges, tehat a sor konvergens
4.35. Példa. A Y 7| ﬁ sor esetén hany tag kell ahhoz, hogy a hiba 10~3-nél kisebb legyen?

4.36. Megoldds. A sor majoralhato:

i3<°°3<31+1+ 1 L )3 n+2
k:n+1(k+2)!_k:n+1k!_(n+1)! n+2 (+2)n+3) )T (n+1) n+1

Egyszertibb becslés: Y 77 (ka), < (nij) : 1_17 (n+3

(n + 3)! > 3000. Mivel 7! = 5040 > 3000, n + 3 > 7 azaz n > 4 tag kell.

. Azt szeretnénk, hogy Tt < 1077, azaz

n+3)

4.37. Példa. Vizsgaljuk mega y - | 3n—7: sort!
4.38. Megoldds. Hanyadoskritériummal:

Gni1 3+l pl 3

= == —0<1
an (n+1)! 3» n+1
Tehat a sor konvergens. (Valojaban 3 3—7: =e3—1))
4.39. Példa. Vizsgaljuk mega > oo, 3n sort!
4.40. Megoldds. Hanyadoskritériummal:
any1 _ (n+1! 3" n+1
@ =i - 3 —o00>1

Tehat a sor divergens.

4.41. Példa. A Y 7| D™ or esetén becsiiljiik meg S — Sy értékét!

n-2m

17



4.42. Megoldds. Leibniz-tipusu sor, |S — S1o| < a11 = 11.1211 = 11.21048 = 22;28 ~4.44-107°.

4.43. Példa. Vizsgaljuk meg a ) - | ———— sort!

NOPR
4.44. Megoldds. Mivel \/771 5w < 37, 6s Y 5= konvergens, a majordns kritérium miatt az eredeti sor is
konvergens.

4.45. Példa. Vizsgaljuk mega Y -, (_1)3# sort!
(_1)n+1n

4.46. Megoldds. Abszolut értékre: T

= 37 Hanyadoskritériummal:

(n+1)/3"*1  n4+1 1
= -+ =<1
n/3" 3n 3

Tehét a sor abszolut konvergens, igy konvergens is.

4.4. Sorok szorzata

4.47. Definici6é (Cauchy-szorzat). Legyen Y.~ jan és Y.~ b, két sor. Ekkor a két sor Cauchy-

szorzatan a
o0 n
E Cp, ahol ¢, = E arbn_k
n=0 k=0

sort értjiik.

4.48. Megjegyzés. A Cauchy-szorzat ugy is felfoghato, mint a forméalis hatvanysorok szorzata:

() ()£ (Ee)

4.49. Tétel (Mertens-tétel). (a) Ha > a, = A és > b, = B konvergens sorok, és legaldbb az egyik
abszolit konvergens, akkor a Cauchy-szorzat Y ¢, is konvergens, és

o0

ch:A~B.

n=0

(b) Hay  a, és > by, is abszolit konvergens, akkor Y ¢, is abszolit konvergens.

4.50. Példa. Legyen a, = (\/_% és b, = (\/_% Tekintsiik a két sor Cauchy-szorzatét!

4.51. Megoldds. Mindkét sor feltételesen konvergens (Leibniz-tipusd, de nem abszolut konvergens). A
Cauchy-szorzat:

R N G D G ) DI A BN
C”sz::(]\/k;ﬂ \/n—k:+17( D (ﬁ\/ﬁ Mn—!—lﬁ)

= |en| > (n+1) ;77 =1 # 0igy a szorzat divergens. Ez mutatja, hogy a Mertens-tétel feltétele (legalabb

az egyik sor abszolit konvergencidja) sziikséges.
4.52. Példa. Szamitsuk ki a Y 7 ¢™ (J¢| < 1) mértani sor Snmagaval vett Cauchy-szorzatat!

4.53. Megoldds. Legyen a,, = q", b, = q". Ekkor

n n

ch=> 4" "= q"=(n+1)q"

k=0 k=0

A Mertens-tétel szerint (mivel |g| < 1, a sorok abszolut konvergensek):

i(m D" = (1>2.

n=0 1_q
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4.54. Példa. Szamitsuk kia Y 0 L és Y Cauchy-szorzatat!

n= On'

4.55. Megoldds. Legyen a,, = %, b, = % Ekkor

n!’
1 1 1 o~ /n on
“"—Zkz'(n_k)!—mz(k)—m

Igy a Cauchy-szorzat: ZZOZO % = ¢2. Valéban, e-e = e2.

4.56. Példa. Szamitsuk ki a >

és Yo, & Cauchy-szorzatat!

4.57. Megoldds. Legyen a,, = (_1)n7 b, = 2. Ekkor

n! n!

R T ROV U
cn—z k! '(nk)!_n!k;)(—l)k(k>_n!(1—1) =

k=0

Ami n = 0-ra 1, n > 0-ra 0. Tehat a Cauchy-szorzat: 1 +0+0+...=1, amie™!

4.58. Példa. Szamitsuk ki a > 7, %,l és Yy, 3’7’77 Cauchy-szorzatat!
4.59. Megoldds. Legyen a, = <1, b, = %, Ekkor

n!?

= = m (o) =

(z+y)"
n!

= e ™Y ami e” - e¥ = e®Y-nak felel meg.

Igy a Cauchy-szorzat: > o,
4.60. Példa. Tekintsiik a Y.~ 2n es >, 3n Cauchy-szorzatat!

4.61. Megoldds. Mértani sorokroél van szo, a,, = %, b, = ﬁ. Ekkor

L I S oA R I B TR i
" — 2k 3n—k_3nk20 2)  3n 1-3/2

i (3/2)n+1 -1 B g 3n+1 3 3
3n 1/2 - 3n \ 2ntl

on  3n

Igy a Cauchy-szorzat: > o, (& — =) :3-é—2-1_1% =3.2-2-32=6-3=

1 .1 _9.3_-3
-3 1-31 2

4.62. Példa. Polinomok szorzataként is felfoghaté a Cauchy-szorzat:

A+q+P+P)A+q+P+) =1+2¢+3¢%+4¢° +3¢* +2¢° + ¢°

Itt60:1,61:2,62:3,632476423705:2706:1.

4.63. Példa. Legyen

aholag=1,a,=—(3)" (n>1),bo=1,b, = ()" 2"+ &) (n > 1).

Ekkor .
Cp = Zakbnfk = bn +an + Z akbnfk
k=0 k=1

() ) (- 2E @) ()
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3. Valbban,



n n—1
3 n 1 n—k 1
() (oS (e )
k=1
n—1 n—1

-k _ —

Mértani sorokkal:

Igy

(3L LN (3\" 3 (3
S \2 on  on—1 )\ 2 on T \4
Mive10<%<17 ezért ¢, — 0, és
oo o0 3 n
So=3s(3)
n=0 n=0

konvergens mértani sor.

5. Tobbvaltozés fiiggvények

R = {(z1,72,...,74) : 7; € R}.

5.1. Definici6. Egy d-valtozos fiiggvény: f: Dy C R? — R, ahol
e D;={zeR%: f(x) értelmezett} C R? az értelmezési tartomény,
o Ry ={f(x):x € Ds} CR az értékkészlet,
o Gy ={(z,f(x)) e R : 2 € D;} a fiiggvény grafikonja.

5.2. Definicié. Az r = (v1,%2,...,24) € R? vektor (euklideszi) hossza (norméja):

|z = /a2 + 23 +... + 22

A norma tulajdonsagai:

1. Jex| =|¢| - |x| minden ¢ € R-re

2. |z +y| < l|z| + |y| (Minkowski-egyenlStlenség)
5.3. Definicié. Az a € R? kozépponti, r > 0 sugart nyilt gomb:

By(r)={z eR%: |z —a| <7}

5.4. Példa. e d=1: B,(r)=(a—r,a+r) (intervallum)

e d=2: B,(r) ={(z,y) € R?: (x — a1)?® + (y — a2)? < r?} (korlap)

e d=3: B,(r)={(z,y,2) €R3: (x —a1)* + (y — a2)* + (z — a3)? < r?} (gomb)
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5.1. Halmazok pontjainak osztalyozasa
5.5. Definici6. Legyen A C R? és € R%.
e z belsé pontja A-nak, ha Ir > 0, hogy B,(r) C A.
e 7 hatarpontja A-nak, ha Vr > 0: B,(r) N A# 0 és B.(r) N (RT\ A) # 0.

e z torlodasi pontja A-nak, ha Vr > 0: B, (r) N A végtelen sok pontot tartalmaz (vagy ekvivalense,
tartalmaz z-t6l kiilonb6z6 pontot).

e 1 izolalt pontja A-nak, ha 3r > 0, hogy B,(r) N A = {z}.
5.6. Megjegyzés. e bels6 pontok mindig elemei A-nak

e hatarpont, torlodasi pont nem feltétleniil

e izolalt pont szintén mindig eleme A-nak
5.7. Definici6é. Az A C R? halmaz

e nyilt, ha minden pontja bels6 pont.

e zart, ha a komplementere (R?\ A) nyilt.

5.8. Példa. e R-ben az (1,2) intervallum nyilt halmaz, mert minden pontjanak van olyan kérnyezete
(pl. » =min{z — 1,2 — z}), amely teljes egészében (1, 2)-ben van.

e R2-ben az [1,2) x {3} halmaz nem nyilt és nem zart. Nem nyilt, mert egyetlen pontja sem belss
pont (egy szakasz a sikban nem tartalmaz korlapot). Nem zart, mert a komplementere nem nyilt:
a (2,3) pont minden kérnyezete tartalmaz a halmazbol pontokat, igy a komplementer pontjai nem
lehetnek bels6é pontok.

5.9. Tétel. o ACR?Y nyilt <= egyetlen hatdrpontjdit sem tartalmazza.
o ACRY zirt <= az dsszes hatdrpontjdt tartalmazza.

5.10. Példa. Vizsgaljuk meg az alabbi halmazokat R-ben és R2-ben!
R-ben:

e (1,2) nyilt
e [—1,2] zart

e (—1,2] nem nyilt és nem zart (a 2 hatarpont, de nincs benne, azaz nem zart; de a -1 nem belss
pontja, hanem hatarpontja a halmaznak. Ezekbdl kévetkezik, hogy a halmaz se nem nyilt, se nem

zart.
R2-ben:
e (—1,2) x {3} nem nyilt (egy vonal a sikban nem tartalmaz belsé pontot)
o [1,2] x [1,2] zart
o (—1,2] x {3} nem nyilt és nem zart

0 és R? egyszerre nyilt és zart
5.11. Tétel. Ha A C RY nyilt és zdrt, akkor A = () vagy A = R?,

Bizonyitds helyett. Az € A,y ¢ A, az [x,y| szakaszon haladjunk; az els§ pont, ami nem eleme A-nak
hatarpont. O

5.12. Példa. Vizsgaljuk meg az alabbi halmazt R2-ben:
A={(z,y):0<2<1,0<y<1}

Figyeljiik meg, hogy ez egy egységoldali négyzet R2-ben.
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5.2.
5.13

2.
3.

4.

Bizonyitds. 1. Legyen {G,};cr nyilt halmazok rendszere, és « € |J

Bels6 pontok: {(z,y):0<z < 1,0 <y <1} (a négyzet belseje)
Hatarpontok: [0,1] x {0}U{1} x [0,1]U]0,1] x {1}U{0} x [0, 1], vagyis a négyzet oldalai és csiicsai

Torlédasi pontok: A dsszes pontja (mert a (1, 1) pont is torlodasi pont, hiszen barmely kornyezete
tartalmaz a négyzetbdl szarmazo pontokat)

Izolalt pontok: nincs (a (1,1) sem izolalt, mert minden kornyezetében vannak a négyzetbsl pon-

tok)

Nyilt és zart halmazok tulajdonsagai
. Tétel. 1. Akdrhdny nyilt halmaz unidja nyilt.

Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

Akdrhany zdrt halmaz metszete zdrt.

Véges sok zdart halmaz unidja zart.

ser Gi- Ekkor létezik ig € I, hogy

x € Gy,. Mivel Gy, nyilt, 3r > 0, hogy B,(r) € Gi, € ;¢ Gs- Tehat az unio is nyilt.

2. Legyen Gi, ..., Gy nyilt halmazok, és = € (;_; G;. Ekkor minden i-re z € G, igy 3r; > 0, hogy
B,(r;) C G;. Legyenr = min{ry,...,r,} > 0. Ekkor B,(r) C G; minden i-re, igy B,(r) C (i, G;.
3. F zart <= R?\ F nyilt.
R%\ Nicr Fi = Use ;RE\ F; nyilt és az el6z6 pont miatt az unidja a halmazrendszernek is nyilt,
vagyis (), Fi zart.
4. RE\ Uier = User R?\ F; nyilt és ugyantgy az el6z6 pont miatt a a metszete ezeknek szintén nyilt.
O
Jelolje z, = (Zp1,Tn 2y, Tn,a) € R? egy pontsorozatot, és x = (x1,,...,24) € R? egy hatéarér-
tékpontot.
5.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (x,,) sorozat konvergal z-hez, ha
lim |z, — x| =0,
n—oo
azaz
\/(:zrnJ —21)?+ (Tn2 —22)2+ ...+ (Tn,a —zq)2 — 0.
Jelolés: x, — x vagy lim,, _, x, = .
5.15. Tétel. z,, — x akkor és csak akkor, ha minden koordindtdra x,; — x; (i=1,2,...,d).
Bizonyitds. (=) :
[T — 2| < |op —2| 2 0 = 2 = 24
(<) : zp,; — x;, akkor
|z, — x| = )2 = +v/0+...40=0.
O

5.16. Példa. (z,,yn) = (1 n ) — (0,1), mert L - 065 o 1.

5.17. Példa. (zn,yn)

n’ nt+l n+1

((‘1>”71+ QL) ~(0,1).

n
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5.3. Zart halmazok jellemzése sorozatokkal

5.18. Tétel. Egy A C R? halmaz pontosan akkor zdrt, ha birmely x, € A konvergens sorozat esetén
limz, € A.

Bizonyitds. =: Tegyiik fel, hogy A zart, és x,, € A, x,, — z. Indirekt tegyiik fel, hogy = ¢ A. Ekkor
x € R4\ A, ami nyilt, igy létezik r > 0, hogy B,(r) C R%\ A. Mivel z,, — z, elég nagy n-re |z, — x| <r,
azaz T, € B,(r) C R?\ A, ami ellentmond z,, € A-nak.

«: Tegyiik fel, hogy A nem zart, azaz R?\ A nem nyilt. Ekkor létezik € R?\ A, hogy minden
r > 0-ra B,(r)N A # 0. Valasszunk r,, = %—hez egy ¥, € By(rn) N A pontot. Ekkor x,, € A, x, — z, de
x ¢ A, ami ellentmond a feltételnek. O

5.19. Példa (Forgasi feliilet). Legyen g(t) egyvaltozos fiiggvény. Ekkor az
flxy) =y (vx2 + yQ)

fiiggvény grafikonja tgy all el6, hogy a z = g(x) gorbét (az xz-sikban) megforgatjuk a z tengely koril.
Példaul ha g(t) = 6 — t2, akkor
fla,y) =6—(2° +4°)

egy forgasi paraboloid, amely a z = 6 — 2 parabola megforgatasaval keletkezik.

- y

—>

/ g \;“2

5.20. Példa (Nevezetes feliiletek R3-ben). e Sik: ax + by + cz = d, ahol a® + b* + ¢ > 0.

e Gémb: 22 + y? + 22 = R? (kdzéppont az origd, sugar R).

Feélgémb: z = \/R? — 22 — y2 (2 > 0).

Ellipszoid: % + & + % — 1.

e Kup: 22 = 22 + y? (kettSs korkiip, 45°-o0s félnyilasszog, cstics az origdban).

e Forgasi paraboloid: z = 22 + y? (vagy z = 6 — (22 + y?)).
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Korkap: 22 = 22 + 92

5.4. Polarkoordinatak
5.21. Definicié. Sikbeli polarkoordinéatak:
T=rcosp, Yy=rsiny
ahol r > 0 a pont origotol mért tavolsaga, ¢ € [0,27) az z-tengelytsl meért szog.
5.22. Példa. e r = 2: 2 sugara kor
e o =m/4: az origdbdl induld, 45°-os félegyenes
o r=2cosy (Jp| <m/2): az (1,0) kdzépponti, 1 sugara kor

e 7 = ¢ (Arkhimédészi spiral, ha ¢ > 0)

6. Hatarérték tobbvaltozoés fiiggvényeknél

6.1. Definici6. Legyen f: R D Dy »Résac R? torlodasi pontja Dy-nek. Azt mondjuk, hogy f-nek
létezik hatarértéke a-ban és ez A € R, ha

Ve>036>0: z€ Dy, 0<|z—a|<d = |f(zx) -4 <e.
Jelolés: lim f(z) = A.
r—a
6.2. Megjegyzés. e Nem sziikséges, hogy a € Dy (azaz f értelmezve legyen a-ban).

e Ha a € Dy, akkor f(a) értéke fliggetlen a hatarértéktdl (lehet, hogy f(a) # limg—q f(x)).

e A definici6 lényege: ha z kozelit a-hoz (de nem egyenls vele), akkor f(x) kozelit A-hoz.
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e Mivel a torlodasi pont, x-szel tetsz6legesen kézel mehetiink a-hoz ugy, hogy = # a és « € Dy.

6.3. Tétel (Atviteli elv). Legyen a torléddsi pontja Dy-nek. Ekkor

lim f(z) = A

Tr—a
akkor és csak akkor, ha minden x,, € Dy, x, # a, x,, — a sorozatra f(z,) — A.

6.4. Tétel (Miiveletek hatarértékkel). Legyen f,g: R — R,lim, ,, f = A € R,lim, ,,g=B €R ésa
torloddsi pontja Dy N Dy-nek. Ekkor:

1. hgl(f:l:g)(x) =A+B

2. lim(c- f)(z) =c-A (aholceR)

r—ra

3. lim(f-g)(x)=A-B

Tr—a
A
4. Ha B # 0, akkor lim M ==
r—a g(aj) B
A fenti allitasok érvényben maradnak A = 400 és/vagyB = 400 esetén is, amennyiben a jobb oldal
értelmes.

Bizonyitds. Az atviteli elvvel visszavezetjiik egyvaltozos sorozatok hatarértékére. O

6.5. Példa. Szamitsuk ki a  lim % hatarértéket az atviteli elv segitségével!

(z,y)—(0,0) x° + Y
6.6. Megoldds. Vizsgaljuk meg kiilonb6zd utvonalakon a fliggvényértékeket: Ha az x tengely mentén
kozelitiink (y, =0, , — 0, x,, # 0):

Zy, -0

=0—0
2 +0

Ha a y = z egyenes mentén kozelitiink (2, = y, — 0, z,, # 0):

2

Ty Tp x5, 1 1

; = = = — _> —
f(@n,wn) x2 +x2 222 2 2

Mivel kiilonb6z6 utvonalakon kiilénb6zs hatarértékeket kaptunk (0 és %), az atviteli elv értelmében a
hatarérték nem létezik.

6.7. Definici6. Legyen f:R% D Dy -Résac R? torlodasi pontja Dy-nek.

e lim f(z) = 400, ha

r—a

VKeR3I>0: 2€Dy,0< |z —a|<d = f(z)>K.

e lim f(x) = —o0, ha
r—a

VKeR3IO>0: €Dy, 0<|z—0a|<d = f(z) <K.

6.8. Példa. .
lim @ ———— =4
(2,9)=(0,0) \/22 + 12
_ 1 1
Mert ha /22 +y2 < § = %, akkor T > K.
Bizonyitas. Az atviteli elv miatt az allitasok visszavezethetSk a sorozatokra vonatkozo megfelel allita-
sokra. O
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6.9. Megjegyzés. A hatarozatlan alakok (0 - oo, co — oo, %, 2 stb.) esetén a hatéarérték nem hatérozhato

meg egyértelmiien a fenti szabalyokkal, tovabbi vizsgalat sziikséges.

2 _ 2
6.10. Példa. Hatarozzuk meg a  lim Y 7Y hatarértéket!
(@y)—(0,0) 2% +y?

6.11. Megoldds. Vizsgaljuk meg kiilénb6z6 ttvonalakon:
2

Az z tengely mentén (y = 0): T 11

z2
T2
Az y tengely mentén (z = 0): —z = —1 — —1 Mivel két kiilonb6z6 ttvonalon kiilonb6zs hatarértékeket

kaptunk, a hatarérték nem létezik.

2

6.12. Példa. Hatarozzuk meg a  lim % hatarértéket!
(z,y)—(0,0) x° + ¥y

6.13. Megoldds. Becsiiljiik meg a fliggvény abszolut értékét:
%y
.’1,'2 + y2

22y
.1'2

=lyl=0 ((z,y) = (0,0))

A rendér elv miatt a hatarérték O.
Ty

lim " hatarértéket!
@00 202 437

6.14. Példa. Hatarozzuk meg a

6.15. Megoldds. Alkalmazzunk polarkoordinatdkat: = = rcosp, y = rsin . Ekkor

Ty r2 cos psin ¢ cos @ sin ¢

227 + 3y% 272 cos? © 4 3r2sin? ¢ ~ 2cos? @0+ 3sin? @

Ez a kifejezés fligg p-t6l, tehat a hatarérték irdnyfliggs:

0
e =0 (y=0): 520
0
e =73 (z=0): 520
1 1 1
s _ . 2 — 2 _
cv=FW=2) g1 31575
2 2 2

Mivel kiilénb6z6 iranyokbol kiilonb6zé hatarértékeket kaptunk, a hatarérték nem létezik.

7. Folytonossag
7.1. Definicié. Legyen f: Dy C R? »Résac Dy. Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha
Ve>030>0: €Dy, [x—a|<d = |f(z)— f(a)| <e.

7.2. Megjegyzés. Ha a izolalt pontja D¢-nek, akkor f automatikusan folytonos a-ban, mert a § megva-
laszthat6 gy, hogy a d-kornyezetben csak a szerepeljen. Ha a torlodasi pont, akkor f pontosan akkor
folytonos a-ban, ha lim f(z) = f(a).

r—a

7.3. Tétel (Atviteli elv folytonossagra). f pontosan akkor folytonos a € Dy-ben, ha minden x, € Dy,
ZTpn — a sorozatra f(x,) — f(a).

7.4. Tétel. Ha f,g:R? D D — R folytonosak a € D-ben, ¢ € R, akkor
e cf, f*g, f-g is folytonos a-ban

e ha g(a) # 0, akkor % is folytonos a-ban
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Bizonyitds. Az atviteli elvvel visszavezetendd az egyvaltozos fiiggvényekre tanult allitasra. O

7.5. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga). Ha f : R? — R folytonos a-ban, és g : R — R folytonos
f(a)-ban, akkor go f is folytonos a-ban.

7.6. Példa. f(z,y) = mindenhol folytonos, mert nevezd sosem 0, és alapmiiveletekbdl épiil fel.

Ty
r24+y2+1
7.7. Példa.

0, (:E7y) = (050)

Az eléz6ekben lattuk, hogy lim, v (0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0), igy f folytonos az origoban is. Minden
méas pontban nyilvan folytonos.

flzy) = {wﬁgﬁ (z,y) # (0,0)

7.8. Példa.

0, (z,9) = (0,0)

Korabban lattuk, hogy lim, ) (0,0) f(,y) nem létezik (kiilonboz6 iranyokbol kiilonbozs értékeket ka-
punk), igy f nem folytonos az origdban, bar minden mas pontban folytonos.

fag) = {+ (.9) # (0.0)

7.9. Tétel (Bolzano Weierstrass-tétel R%-ben). Minden korldtos R%-beli sorozatnak van konvergens rész-
sorozata.

Bizonyitds. Legyen (x,) korlatos sorozat R?-ben, azaz létezik K > 0, hogy |z,,| < K minden n-re. Ekkor
minden koordinatasorozat (x, ;) is korlatos R-ben (i =1,...,d).

Elgszor tekintsiik az elsé koordinatak (z,,1) sorozatat. A Bolzano—Weierstrass-tétel R-ben garantélja,
hogy van konvergens részsorozata: létezik (n}g) indexsorozat, hogy Tp1g = a1

Most tekintsiik a masodik koordinatak (l’nllc 2) sorozatat. Ez is korlatos, igy van konvergens részsoro-
zata: létezik (n}) C (n}), hogy @2 5 — as.

Folytatva ezt az eljardst mind a d koordindtdra, kapunk egy (nx) = (n{) indexsorozatot, amelyre
minden i = 1,...,d koordinatara z,, ; — a;. Ekkor az (x,,) sorozat R%-ben konvergil a = (ay,...,aq)-
hez. O

7.10. Tétel (Folytonos fiiggvények tulajdonsagai korlatos zart halmazon). Legyen F C R? korldtos és
zdrt halmaz, és f: F — R folytonos fiiggvény. Ekkor

1. f korldtos F-en. (Weierstrass 1. tétele)
2. f felveszi mazimumdt és minimumdt F-en. (Weierstrass 2. tétele)
3. f egyenletesen folytonos F-en, azaz
Ve>030>0: z,yeF, |lr—y|<d = |f(z)— fly)] <e.
(Heine-tétel)

7.11. Megjegyzés.

d =1 esetén a Bolzano-tétel is teljesiil: ha f folytonos [a, b]-n, akkor az értékkészlete intervallum.

8. Parcialis derivalas

8.1. Definicié. Legyen f : R D D; — R és a € Dy a D; bels§ pontja. Az f fiiggvény az i-edik
valtozojaban parcialisan differencialhaté az a pontban, ha létezik a

7 () = fz;(a) = lim flay,... aitt,...,aq) = fla)

axi t—0 t

hatarérték.
Maés szoval: az i-ediken kiviil az Osszes valtozot rogzitjiik a; értéken, és az igy adodo egyvaltozos
fliggvényt derivaljuk a;-ben.
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8.2. Példa. Legyen f(z,y) = /&3 + y3. Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat az (1,2) pontban!
8.3. Megoldds. Elgszor a derivaltfliggvényeket hatarozzuk meg:

of 322 af 312
%Y = S T @(x’y)_zw
Behelyettesitve (1,2)-be:
g(12): 3-12 _ 3 _3_1
Ox 2/13 423 29 6 2
of 3.22 12 12

=2

17 = = = —
ay( ) 2V/13+23 29 6
8.4. Példa. Legyen f(z,y) = x2 + y?. Hatarozzuk meg a parcialis derivaltakat!
8.5. Megoldds.

of (et — (2P +y?) . 2?2t +t? -2

9a ™Y = 12 : ST = np(2e ) =20
of 2?4 (y+t)? = (@ 4y 2yt
2y ) = ; ST iy =2

8.6. Példa. Legyen f(z,y) = z¥ (z > 0). Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!
8.7. Megoldds.

0
—f(x, y) =vy-2¥"'  (hatvanyfiiggvényként derivaljuk x szerint)

ox
of e . :
a—y(a:, y)=2Y -lnx (exponencidlis fliggvényként derivaljuk y szerint)
8.8. Példa. Legyen
3xy
f(z,y) = 2122 (z,y) # (0,0)

Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!

8.9. Megoldds. A hanyados-szabalyt alkalmazva:

of y(x? +2y%) — 3xy - 2z 3y(a? +2y?) — 62%y  3y(z? + 2y — 222 3y(2y? — 22
iz, = — _ _

or Y= (x2 + 2y2)2 - (x2 + 2y2)2 - (x2 + 2y2)2 - (3;2 + 2y2)2
Bi(x )= 3z(x® +2y?) — 3wy -4y 3w(a? +2y°) — 12z 3w(2® + 2y —4y°)  3aw(2? —2y?)
oy Y= T P T @R @R (o)

Az origéban a parcialis derivaltak definicio szerint:

oz 00 = lim h = - =0
oy =T T =

8.10. Példa. Legyen
x
[z, y) = arctg <y) , y#0
Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!

8.11. Megoldds.

af(zy)* ! S
5. T
1+(§)
8f(a:y)— 1 < ;v) x
9, 2\ T2 T T 2.2
0 14 %) Y 24y



8.12. Példa. Legyen f(z,y) = e® cosy — e¥sinx. Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!
8.13. Megoldds.

0

8—f(x,y) =e"cosy — e¥ cosx
x

0

6—f(x,y) = —€"siny — e¥sinz
Y

8.14. Példa. Legyen f(z,y,2) = In(2% + 4% + 22 — 3wyz), ahol > 0, y > 0, 2 > 0, 22 +y> + 22 # 3ayz.
Széamitsuk ki a parcialis derivaltakat, és ellendrizziik, hogy f; + f, + f. = 0 teljesiil-e!

8.15. Megoldds. Legyen u = x? + y? + 22 — 3xyz. Ekkor f = Inu, igy

of 1 Ou 2x — 3yz
Or  u Or a2 +y2+ 22— 3ayz
of 1 Ou 2y — 3xz
By wu Oy 22+y?+22— 3ayz
of 1 Ou 2z — 3xy
9z  u 0z a2 +y2+ 22— 3ayz

Osszeadva a szamlalokat:
(22 —3yz) + 2y — 3zz) + (22 — 3zy) =2(x +y + 2) — 3(2y + yz + 2x)

Ez &ltalaban nem nulla, tehat f; + f, + f. # 0 a legtébb pontban.

9. Totalis differencidlhatosag

9.1. Definicié. Legyen f : R? D Dy — R és a € Dy a Dy belsé pontja. Azt mondjuk, hogy f totalisan
differencialhat6 a-ban, ha léteznek Aq, Ao, ..., Ay € R szamok, hogy az

f(x) - f(a) - ZAz(xz az) = 6(1‘),
i=1
fliggvényre teljesiil, hogy
T CORY

z—a |x — al o

9.2. Megjegyzés. A definicio lényege: a fiiggvény a pont kérnyezetében jol kozelithets egy lineéris fligg-
vénnyel, a hiba pedig gyorsabban tart 0-hoz, mint |z — al.

9.3. Tétel. Ha f totdlisan differencidlhatd a-ban, akkor léteznek a parcidlis derivdltak a-ban, és

of
A; = a i=1,....,d.
Q 8.’EZ( )ﬂ
Bizonyitds. Valasszuk meg a kozelit6 iranyt: legyen x = (a1, ...,a;-1,a; + h,a;41,...,aq), azaz csak az
i-edik koordinatat valtoztassuk. Ekkor |z — a| = |h, és

e()

f(x) = fla) — A;h = e(x), T — 0.
Ebbél
0=ty = By G o 0 i % - gy FELAR g FOSU)
Amibol kbvetkezik hogy A; = 2= O

9.4. Tétel. Ha f totdlisan differencidlhatd a-ban, akkor f folytonos a-ban.
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Bizonyitds. Mivel

d
0
F@) = F@)+ D 2 (@) i — ) + <(a),
i=1 "
és e(x) — 0, valamint a linearis tag is tart 0-hoz, igy lim,_,, f(x) = f(a). O

9.5. Megjegyzés. A parcialis derivaltak létezésébdl nem kovetkezik a folytonossag (ahogy korabban lattuk
a % példaban sem volt f folytonos az origoban, pedig a parcialis derivaltak léteztek). A totalis
differencialhatosag erésebb feltétel, maga utan vonja a folytonossagot és a parcialis derivaltak létezését.

9.6. Definici6. Ha f totélisan differencialhato a-ban, akkor az

linearis fliiggvényt f differencialjanak nevezziik a-ban.
9.7. Példa. Hatéarozzuk meg f(z,y) = e cos(y + 2) fiiggvény (1,2) pontbeli differencialjat!

9.8. Megoldds.
fi(x,y) = e"cos(y +2), fo(1,2) =e'cosd =ecos4

f;(xay) = —e” Sin(y + 2)7 fy(]'aQ) = —esin4

Tehéat a differencial:
df ((1,2); (x,y)) = ecosd- (x — 1) — esind - (y — 2)

9.9. Példa. Hatéarozzuk meg f(z,y,2) = e* + sin(yz) fiiggvény (4,2, —1) pontbeli differencialjat!

9.10. Megoldds.
fi(z,y,2) =", fo(4,2,-1) = ¢*

fo(@,y,2) = zcos(yz),  fy(4,2,—1) = (=1)cos(—2) = —cos2
fi(z,y,2) =ycos(yz), [f.(4,2,—1)=2cos(—2) =2cos?2
Tehat a differencial:
df (4,2, -1); (z,y,2)) = e*(z —4) —cos2- (y —2) + 2cos2- (2 + 1)
9.11. Példa. Hatarozzuk meg f(x,y, z) = zy*2? fiiggvény (5, —2,1) pontbeli differencialjat!
9.12. Megoldds.
fo(z,y,2) =y*2°%,  fu(5,-2,1)=4-1=4
fo(,y,z) =2wy2®,  f,(5,-2,1) =2-5-(=2)-1=-20
fi(x,y,2) =3xy?2*,  f.(5,-2,1)=3-5-4-1=60
Tehat a differencial:
df ((5,-2,1); (z,y,2)) = 4(z — 5) — 20(y + 2) + 60(z — 1)
9.13. Példa. Kozelitsiik meg 1.01298 értékeét a differencial segitségével!
9.14. Megoldds. Legyen f(x,y) = a¥. Ekkor f(1,3) = 1. A parcialis derivaltak:
folw,y) =ya¥™h, fi(1,3) =3
fo(x,y) =2¥Inz, f(1,3)=1-In1=0
A kozelités: x =1.01 =14 0.01, y =2.98 =3 — 0.02
f(1.01,2.98) = f(1,3) + f»(1,3) - 0.01 + f,(1,3) - (—0.02) =1+3-0.01+0=1.03

A pontos érték 1.012-%% ~ 1.0302, vagyis elég jo a becslésiink.
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9.15. Megjegyzés. Csak tigy, mint a Taylor polinomnél, magasabb rendi parcialis derivaltakat adva jobb
kozelitést kapunk.

9.16. Példa. Kozelitsiik meg sin31° - tg46° értékét a differencial segitségével!

s

9.17. Megoldds. Legyen f(x,y) = sinx-tgy, ahol x és y radianban. A pont: xg = § ~ 30°, yo = 7 = 45°.

T . T
f(§7)=sing 83 =31=05
Parcialis derivaltak:

(2o y) = cos - (T Y _eos ™= V3
folz,y) =cosz - tgy, fx(6’4)_C086 = ~ 0.8660

1 T T 1 1 1
/ =ging —— - )= —— =2-.2=1
fy(z,y) =sinx oy’ fy<674) 5 V222 2

A valtozasok: Ax = 0.01745 (31° = 30° + 1°), Ay = A~ 0.01745 (46° = 45° + 1°)

T80 ~ 180
£(31°,46°) ~ 0.5 + 0.8660 - 0.01745 4+ 1 - 0.01745 ~ 0.5 + 0.0151 + 0.01745 ~ 0.5326

A pontos érték koriilbeliil 0.5325, a kozelités jo.

9.18. Példa. Ha z és y kozel van 0-hoz, akkor (14 2)™(1+y)" = 1+ mx + ny.

9.19. Megoldds. Legyen f(z,y) = (1 + z)™(1+y)™. Ekkor f(0,0) = 1.

fif,y) = m(1+ 2™ L1+, [20,0) = m

fulwy) =1 +2)" n(l+y)""  f(0,0)=n

Tehat a linearis kozelités:

flz,y) = f(0,0) + f(0,0) - + f,(0,0) -y =1+ mz + ny

9.20. Példa. Legyen f(z,y) = arctg (ﬁ%) Hatéarozzuk meg a (0,0) pontbeli linearis kozelitését!

9.21. Megoldds. f(0,0) = arctg0 = 0. A parcialis derivaltak:

1 0 (z+y
e 8 (252)
¢ z ox \ 1+ xy

1+ (5)

Mivel (0,0)-ban a derivalt egyszertibben szamolhato a definicioval:

. f(h,0) — f(0,0) . arctgh
! = lim -
£2(0,0) }111 ! W %Hno A 1
. f(0,h) — f(0,0) . arctgh
! = —
fy (0,0) }111% - }111m0 ; 1

Tehat a linearis kozelités:
flx,y) =z +y

9.1. Erintdsik

9.22. Definici6. Ha f differencialhato az (a,b) pontban, akkor az f grafikonjahoz az (a, b, f(a,b)) pont-
ban huzott érintdsik egyenlete:

z = f(a,b) + %(a,b)(m —a)+ %]yc(a,b)(y— b)
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9.23. Megjegyzés. A differencialhatosag definicioja alapjan:
f@.y) = [£(a,0) + fola,0)(z — a) + fy(a,b)(y — )] = (=, y)
e(z,y)

lim
(@y)=(ab) \/(z —a)2 + (y — b)?
eltérése gyorsabban tart 0-hoz, mint a pont tavolsaga.

ahol = 0. Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény grafikonja és az érintGsik

9.24. Példa. Hatarozzuk meg f(z,y) = In(a? + y?) fiiggvény (2, —1) pontbeli érintdsikjat!
9.25. Megoldds. Elgszor kiszamoljuk a fliggvényértéket és a parcialis derivaltakat:

f(2,-1)=In(4+4+1) =In5

of 2z of 4
8x(w’y) a2 g2’ 8;1:(27 = 5
f oy 2 Oy 2
8y(z’y)_m2+y27 ay(27 1)_ 5

Tehat az érintésik egyenlete:

4 2
z:1n5—|—5(x—2)—f(y+1)

5
9.26. Tétel (Differencidlhatésag elégséges feltétele). Legyen f : RY D Dy — R, és tegyiik fel, hogy a
parcidlis derivdltak aanlv cee 687{1 léteznek a egy kornyezetében, és a-ban folytonosak. FEkkor f totdlisan

differencidlhatd a-ban.
Bizonyitds. (d = 2 esetre) Legyen f(z,y) és a = (a,b). Ekkor
f(x,y) = fla,b) = [f(z,y) = fla.9)] + [f(a,y) = f(a,b)]
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik ¢ = és a kozott, valamint d y és b kozdtt, hogy
f(@,y) = fla,y) = fale,y)(@ —a),  fla,y) — f(a,b) = fy(a,d)(y — D)
Tehiit
f(@,y) = fa,b) = fo(a,b)(x—a)+ fy(a,0)(y —b) + [fale,y) = fu(a,b)] (z —a) + [fy(a, d) = fy(a,b)] (y =)

Vagyis e(z,y) = [fz(c,y) — fo(a,b)](x — a) + [fy(a,d) — fy(a,b)](y — b). Mivel f, és f, folytonosak
(a,b)-ben, a szogletes zarojelek tartanak 0-hoz, igy

e(z,y)
V(@ —a)?+ (y —b)?

— 0.

O

9.27. Megjegyzés. A feltétel nem sziikséges: 1étezik olyan fiiggvény, amely differencidlhatd egy pontban,
de a parcialis derivaltjai nem folytonosak ott.

9.28. Példa. Legyen
1

x2 2) sin . (x, 0,0
f(w,y):{( +y7)sin e (0,9) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
Vizsgéaljuk meg a differencialhatosagot a (0,0) pontban!

9.29. Megoldds. Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat (0,0)-ban:

2 1
o fhO)— f0,0) L Bsimgy o p
fx(oao)*}zlg})f—}lllghT—Ag%hsmmfo
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Hasonléan f,(0,0) = 0. A parcialis derivaltak (0, 0)-n kivil:
T 1
- cos
Vat+y? o Va2 a4y

1
|z|v/2

fo(a,y) = 2usin

Ez nem folytonos (0,0)-ban, mert pl. az z = y egyenesen f,(z,z) = 2z sin

tart 0-hoz.
Ellenérizziik a differencialhatosagot:

1 1 :
— —= COS ——=, aInl nem
V2 |a:|\/§7

2 2 : 1
fa) = F0.0 =020y _[THIW AT ) 1
N e Y Vo=

Tehat f differencialhat6 (0,0)-ban, annak ellenére, hogy a parciélis derivaltak nem folytonosak ott.

sin —0

9.30. Példa. Hol differencialhat6 az

2 .
Fay) = ch<\/m>, (z,y) # (0,0),

1, (z,y) = (0,0)
fliggvény?

9.31. Megoldds. Ha (x,y) # (0,0), akkor f elemi fiiggvények kompozicidja, tehat differencialhato.

x2 +y2
x? 4+ y?

/ o ry

) YVttt —ay

_ Y@ty —aty [ ay 9
Nz (22 + y2)3/2 VL2 ) (@)
T=r oS ¢
(w,y%iin(o,O) fi(z,y) T="7 }li% sh(r cos psing) - sin® p = 0

T =1 CO8 P, Yy =rsingp, 4yt =r

/ . f(h0)=f(0,0) . 1-1
fz(o,o)_%%f h—0 h

= f1 folytonos (0,0)-ban.

f,, hasonloan.

Mivel f! és fq’/ mindenhol folytonosak, ezért f mindenhol differencialhato.

ooty 0,0
9.32. Példa. Hol differencialhato f(x,y) = ¢ “*+v*’ (z,y) # (0,0) fiiggvény?
0, (z,y) = (0,0)

9.33. Megoldds. (x,y) # (0,0)-ben f folytonosan differencialhato (elemi fliggvények hanyadosa, nevezd
nem nulla). Az origéban:

. f(hO)—0 . RB¥/h*  h

Fo(0,0) = Jig ST = i = = Jim =1
o fOR) =0 B3R
Fo(0,0) = iy T = Jimy == =1
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A differencialhatosaghoz ellendrizziik:

2 +y° = (24y) (=°+y°)
) = F0,0)~ 121 4] _ [

+y
a7y — T

23 3 ‘

Szamoljuk a szamlalot:
Py’ — @ty +y?) =2+ 7 -2’ —ay — Py -y’ = —ay(z +y)

Tehét a hanyados:
lzy(z +y)|

@ + )+ P

T = TCos p, y = 7sin ¢ helyettesitéssel:

73] cos ¢ sin ¢(cos p + sin @)
r2.p

= | cos psin p(cos ¢ + sin @)

Ez fiigg ¢-t6l, nem tart 0-hoz (pl. ¢ = m/4 esetén értéke % V2 #0). Igy a hatarérték nem létezik, tehat
f nem differencialhaté az origdban, annak ellenére, hogy a parcialis derivaltak léteznek.

9.2. Gradiens és Osszetett fliggvény derivalasa

9.34. Definicié. Ha f : R¢ D Dy — R differencialhaté a-ban, akkor f gradiense a-ban:

grad f(a) = (aajl(a), §x€<a>7...,§ii<a>) — ()

Ahol a fenti kifejezés egy sorvektor

9.35. Tétel. f differencidlhatd a-ban <—> f(x)—f(a)—f'(a)(x—a) = e(x) figgvényre lim,_,, )

lz—al ™

9.36. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy az el6z6 kifejezésben f/(a) egy sorvektor, mig (z — a) egy oszlop-
vektor, vagyis a matrix szorzéas értelmében 1 darab szamot vonunk ki.

9.37. Tétel (Lancszabaly). Legyen gi,...,gx : RY D D — R differencidlhaté a € D-ben, és f : R D
Dy — R differencidglhats a (g1(a),. .., gx(a)) pontban. Ekkor a

Fx) = f(91(x), ..., gx(x))

osszetett fiigguény is differencidlhato a-ban, és

0 "o dg;
o= > S (o) 52 o

ahol u; = g;(x).
Madtrizos alakban:

F'(a) = f'(g(a)) - ¢'(a) (Ixd mdtriz = 1xk mdtriz- kxd mdtriz)
9.38. Példa. Szamitsuk ki <L f(3z + 4,22 + 8) derivaltjat!
9.39. Megoldds. Legyen u = 3z + 4, v = 22 + 8. Ekkor

d _Of du Of dv 9 9
dxf(u,v)—au dx+8v dx—fu(3x+4,z +8)-3+ fu(Bz+4,2°+8) -2z

9.40. Példa. Széamitsuk ki - f(z,sinz) derivaltjat!
9.41. Megoldas.
of

— f(z,sinzx) = —f(x,sinx) -1+ == (z,sinx) - cosz
x

ox dy
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Miklós
Kiemelés
),   i=1,...,d


9.42. Példa. Szamitsuk ki %f(:z:2 — y, zy) parcialis derivaltat!
9.43. Megoldds. Legyen u = 2% — y, v = zy. Ekkor

of ou Of Ov

0 B _ 2
%f(uvv)*%'%‘i’av 8.’L‘ fu( y,xy) 2I+fv(x y,xy) Yy

9.44. Példa. Legyen f(u,v) =wve", g(z) = cosz, h(z) = Inz. Ekkor
fg(z),h(x)) =e**" -Inzx
A derivalt:

%f(g(l‘), h@) = FL(g(@), h(x)) - (@) + Filg(@), h(x)) - B (@) = % I - (~sina) + 7 -

T
COos T 1 :
=e — —Inz-sinz
T

9.45. Példa. Derivalas polarkoordinatak szerint: = = rcos g, y = rsin . Ekkor
[, 9) = fr(rcosp,rsing) - cosp + f, (rcos g, rsing) - sing

fo(r,@) = fo(rcosp,rsing) - (—rsing) + f,(rcosp,rsing) - rcosp
Formalisan:

of _of ox 0f 9y Of _Of 9dx  Of 0Oy

or oz or + oy Or’ dp Ox Op Oy Op
9.46. Példa. f(z,y) = 22 + 32 polarkoordinatakban: f(r,¢) = 2. Ekkor
fl=2r, f,=0

Valoban, f! = 2zcosg + 2ysing = 2rcos® ¢ + 2rsin®p = 2r, és fg’o = —2zrsing + 2yrcosp =
—2r2 cos psin ¢ + 2r? sinp cos p = 0.

9.47. Példa. Legyen f(z,y) = e*¥sin(x + y). Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat!
9.48. Megoldds.
fo(z,y) = ye™sin(z + y) + €Y cos(z + y) = €™ (ysin(z + y) + cos(z +y))
fi(@,y) = ze™ sin(z + y) + ™ cos(z + y) = ™Y (@ sin(x + y) + cos(z + y))
9.49. Példa. Legyen f(u,v) = e*sinv, és g1(x,y) = zy, g2(x,y) =  + y. Ekkor
F(z,y) = f(g1(z,9), g2(2,y)) = e sin(z + y)
A parcialis derivaltak:
Fi(z,y) = fi(zy.x +y) -y + filzy,z +y) - 1= e"sin(w +y) -y +e™ cos(z +y) - 1
(y sin(z + y) + cos(x + y))
Fy(w,y) = filey,x+y) =+ f (xy,x+y) - 1=e"sin(x +y) -z + e cos(w +y) - 1
= " (zsin(z + y) + cos(z + y))

9.50. Definicié. Legyen fi...f, : R? — R differencialhaté a € R?. Akkor f : R — R fiiggvény is
differencialhaté a-ban, azaz f(z) — f(a) = f'(a)(z — a) + &(x), ahol

81({1})
e(x) = EQELE) és lil)n Lf(—x)a|| =0
6[1&%)
1(a) grad fi(a)
o= (]
rxd fr(a) grad f,(a)
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Miklós
Kiemelés
f=(f_1,...,f_r)^T

Miklós
Kiemelés
R^r

Miklós
Kiemelés
\varepsilon_r

Miklós
Kiemelés
Itt az lenne a lényeg, hogy ugyanezt láncszabállyal is számoljuk ki, tehát g(u,v)=e^u\sin(v), f=g(xy,x+y) deriválásával.

Miklós
Kiemelés
az f(u,v) parciális deriváltjainak felhasználásával.


9.3. IrAnymenti derivalas

9.51. Definicié. Legyen f : R? D Dy — R, a € Dy belss pontja D-nek, és e € R, |e| = 1. Ekkor f
iranymenti derivaltja az e irany mentén az a pontban:

of . fla+te) — f(a)
5 (@ = m !

%(a) =[t = [(a+1e)]'(0)

9.52. Megjegyzés. Ha e =¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (az i-edik egységvektor), akkor

0 (1 ¢
p(@) = 11,(@)

Tehét a parcialis derivaltak az irdnymenti derivaltak specidlis esetei.

azZaz

9.53. Példa. Legyen f(z,y) = % (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0. Szamitsuk ki az irdnymenti derivaltat
az origbban az e = (%, % irdny mentén!
9.54. Megoldds.

of I(&H)-fo00 ez

—(0,0) = lim = lim & =lim 2

Oe t—0 t t—0 t t—0 t

Ez a hatarérték nem létezik (végtelen), igy f nem differencialhato az origoban, sét ebben az iranyban a
derivalt sem létezik véges értelemben.

9.55. Tétel (Elégséges feltétel az iranymenti derivalt létezésére). Ha f : R DO Dy — R totdlisan
differencidlhatd a-ban, akkor minden e € RY, |e| = 1 irdny mentén létezik az irdnymenti derivdlt, és

()= (@) e = mad fla) ¢

Bizonyitds. Legyen x = a + te. Ekkor
e(x) = f(z) = fa) = f'(a)(z — a)

J— p— / .
o E@ L f(atte) ~ fa) ~ f'(a) -te
z—a |x — a| t—0 |t|

Ebbsl .

lim f(a+ e)—f(a) :f/(a)_e

t—0 t

O

9.56. Példa. Legyen f(z,y) = xsiny. Szamitsuk ki az irdnymenti derivaltat az (1,7/3) pontban az
e= (%, %) irdnyban!

9.57. Megoldds.
grad f(x,y) = (siny, z cos

y
s \[
grad f (1, g) = (sm cosf <2 )

8f(1 )—gradf e—£ §-i-1 é 3v3+4
Oe 3 2 525 10
9.58. Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség). Legyen a = (aq1,...,aq), b= (b1,...,bq) €
R?. Ekkor

|la- b < |a| - [b]

azaz

la1by + ... + agbg| < a%+...+a§.\/b§+...+b§.

Egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha a és b linedrisan dsszefiiggd, azaz létezik t € R gy, hogy
a =tb vagy b = ta.
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Miklós
Kiemelés
Én féloldali határértéket tanítottam (t\to0+). Ebből adódhatnak eltérések, pl. a \sqrt{x^2+y^2} függvénynek az origóban minden irány mentén a deriváltja 1, ha féloldali határérték van, és egyik irány mentén se deriválható, ha kétoldali határérték van. Maradni kéne az órai definíciónál.


> aib;

B ahol a az a és b vektorok altal bezart szog

9.59. Definicié. cosa =

9.60. Tétel (Legnagyobb novekedés iranya). Ha f differencidlhaté a-ban és grad f(a) # 0, akkor az a

d
pontbeli legnagyobbd irdnymenti derivdlt értéke |grad f(a)|, és ezt a e = m irdnyban veszi fel. A
grad f(a
. L . grad f(a)
legnagyobb csokkenés irdnya pedig e = ~Terad F(a)] -

Bizonyitds. A Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség szerint:

of

e (a)| = | grad f(a) - e| < |grad f(a)| - |e| = | grad f(a)]

A legnagyobb névekedés ebbdl adodoan csak tgy lehetséges, ha e iranya megegyezik gradf iranyaval. Az
egyenl6tlenség megforditasabol latszik az is, hogy a leggyorsabb csékkenés a — grad f irAnyban torténik.

O
9.61. Példa. Legyen f(z,y,z) = 2% + 7Ty? — yz az a = (1,0, —1) pontban.
9.62. Megoldds. Elszor szamitsuk ki a gradienst:
grad f(z,y,2) = (3:52, 14y — 2, —y)
grad f(1,0,—1) = (3-1%,14-0— (—1), —0) = (3,1,0)
a) Az e = (0,1,0) iranyban:

10, -1) = gad f o= (3,1,0)(0,1,0) =1

b) A legnagyobb irdnymenti derivalt értéke:
|grad f(1,0, —1)| = /32 + 12 + 02 = V10

3
A legnagyobb novekedés irdanya: e = (| —, ——,0
gnagy y ( 0’ V10 )
3 1
A legnagyobb csokkenés iranya: e = [ ———, ———,0

100 V10

9.4. Szintfeliiletek és érintdsik
9.63. Definicié. Legyen f:R% D D; — R fiiggvény. Az
fwe Dy fla)=c)
halmazt f hiperfeliileteinek (szintalakzatainak) nevezziik.
e d=2esetén {(z,y): f(x,y) = ¢} a fliggvény szintvonalai.
o d =3 esetén {(z,y,2) : f(z,y,2) = c} a figgvény szintfeliiletei.

9.64. Példa. f(x,y) = 2% — y? szintvonalai: 2% — y? = ¢ hiperboldk. Ha ¢ = 0, akkor 2% = y?, azaz
y = +x, ami két egyenespar.

9.65. Példa. f(x,y,z) = 22 + y? + 22 = c szintfeliiletei: ¢ > 0 esetén R = /c sugarti gébmbok, ¢ = 0
esetén az origd, ¢ < 0 esetén iires halmaz.

9.66. Definicié (Erintésik szintfeliilethez). Ha f : R? — R differencialhaté a-ban és grad f(a) # 0,
akkor az f(x) = f(a) szintfeliilet a-beli érintShipersikja:

or of

aml(a)(xl —al)—f—...—i—a—xd

(a)(xqg —aq) =0