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1. Numerikus sorok

1.1. Alapfogalmak
1.1. Definíció. Az (an)n∈N, an ∈ R valós számsorozatból képzett

∞∑
n=1

an

(végtelen) sor n-ik (Sn) részletösszege:

Sn =

n∑
k=1

ak.

A
∑∞

n=1 an sor konvergens és összege S ∈ R, ha

lim
n→∞

Sn = S (véges).

Ha limn→∞ sn = +∞, −∞ vagy a határérték nem létezik, akkor a sort divergensnek nevezzük.

1.2. Megjegyzés. A
∑∞

n=1 an jelöli magát a numerikus sort és annak összegét is (ha konvergens).

1.2. Nevezetes sorok
1.3. Példa (Harmonikus sor).

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

Vizsgáljuk az S2n − Sn-t:

S2n − Sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .

1

2n
≥ 1

2n
+

1

2n
+ . . .

1

2n
= n

1

2n
=

1

2
=⇒ Sn → ∞

Vagyis a harmonikus sor divergens

1.4. Tétel (Mértani sor). A
∑∞

n=0 q
n mértani sor konvergens, ha |q| < 1, és ilyenkor

∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Bizonyítás. Legyen Sn = 1 + q + q2 + . . .+ qn. Ekkor

• ha q = 1, akkor Sn = n → +∞;
• ha q ̸= 1, akkor Sn = 1−qn+1

1−q .

Ebből következően a határértéket végtelenben véve következik, hogy:

lim
n→∞

Sn =


1

1−q , ha |q| < 1,

+∞, ha q ≥ 1,

nem létezik, ha q ≤ −1.

1.5. Megjegyzés. Az összegképlet érvényes q ∈ C, |q| < 1 esetén is, ahol |q| a komplex szám hossza
(
√
a2 + b2).

Egy másik féle sortípus az úgynevezett teleszkópikus összegek. Ezek olyan numerikus sorok, ahol a
részletösszegek zárt alakban megadhatók.

1.6. Példa. Határozzuk meg a
∑∞

n=1
1

n(n+1) sor összegét!
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1.7. Megoldás. A törtet parciális törtekre bontjuk:

1

n(n+ 1)
=

A

n
+

B

n+ 1
=

A(n+ 1) +Bn

n(n+ 1)
=

(A+B)n+A

n(n+ 1)
.

Ebből
A+B = 0 és A = 1 =⇒ A = 1, B = −1.

Így

an =
1

n
− 1

n+ 1
.

A részletösszegek:

Sn =

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
→ 1.

Tehát a sor konvergens és összege 1.

1.8. Példa. Határozzuk meg a
∑∞

n=1 ln
(
1 + 1

n

)
sor összegét!

1.9. Megoldás.

an = ln

(
1 +

1

n

)
= ln

n+ 1

n
= ln(n+ 1)− lnn.

A részletösszegek:

Sn = (ln 2− ln 1) + (ln 3− ln 2) + . . .+ (ln(n+ 1)− lnn) = ln(n+ 1) → +∞.

Tehát a sor divergens.

1.10. Példa. Határozzuk meg a
∑∞

n=1
1

n(n+2) sor összegét!

1.11. Megoldás.
1

n(n+ 2)
=

A

n
+

B

n+ 2
=

A(n+ 2) +Bn

n(n+ 2)
=

(A+B)n+ 2A

n(n+ 2)
.

Ebből
A+B = 0 és 2A = 1 =⇒ A =

1

2
, B = −1

2
.

Így

an =
1

2

(
1

n
− 1

n+ 2

)
.

A részletösszegek:

Sn =
1

2

[(
1− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 2

)]
=

=
1

2

[
1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

]
→ 3

4
.

Tehát a sor konvergens és összege 3
4 .

1.3. Konvergenciakritériumok
1.12. Tétel (A konvergencia szükséges feltétele). Ha a

∑∞
n=1 an sor konvergens, akkor an → 0.

Bizonyítás. Legyen Sn → S. Ekkor an = Sn − Sn−1 → S − S = 0.

1.13. Megjegyzés. A feltétel nem elégséges. Például a harmonikus sorra an = 1
n → 0, de a sor divergens.

1.14. Tétel (A konvergencia szükséges és elégséges feltétele). A
∑∞

n=1 an sor pontosan akkor konvergens,
ha minden ε > 0-hoz létezik N ∈ N, hogy minden m > n ≥ N esetén

|an+1 + an+2 + . . .+ am| = |Sm − Sn| < ε.

Bizonyítás.
∑

an konvergens ⇐⇒ (Sn) részletösszegek sorozata konvergens ⇐⇒ (Sn) Cauchy-sorozat.
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1.4. Műveletek sorokkal
Tekintsük a

∑∞
n=1 an sort. Képezzünk új sorozatot a tagok csoportosításával:

a1 + a2 + a3 + (a4 + a5 + a6 + a7) + a8 + a9 + . . .

Figyeljük meg, hogy eltűnnek azok a részletösszegek, amelyek a zárójelben szereplő összeget két részre
bontják.

1.15. Definíció. Legyen b1 = 1 < b2 < b3 < . . . egész számok. Ekkor a
∑

an sor egy zárójelezése:

∞∑
k=1

bk+1−1∑
n=bk

an,

1.16. Megjegyzés. Ha bk = bk−1 + 1, akkor triviális zárójelezésről beszélünk amely csak egyetlen an, n =
bk−1 összeadandót tartalmaz. A zárójelezés után kapott részletösszegek az eredeti részletösszegek soro-
zatának egy részsorozatát alkotják.

1.17. Tétel. Ha a
∑∞

n=1 an sor összege S, akkor tetszőleges zárójelezés esetén a zárójelezett sor összege
is S.

Bizonyítás. Legyen Sn → S. Ekkor a zárójelezett sor részletösszegei az (Sn) sorozat egy részsorozatát
alkotják (mivel csak töröltünk pár elemet az Sn sorozatból), így az is S-hez tart.

1.18. Tétel (Zárójelek felbontása). Ha a zárójelezett sor összege S, és az eredeti sornak is van összege,
akkor az összege szintén S. De lehetséges, hogy az eredeti sornak nincs összege.

Bizonyítás. A zárójelezett sor részletösszegei (Sbk) az eredeti sor (Sn) részletösszegeinek egy részsorozata.
Ha ez a részsorozat S-hez tart és maga (Sn) is konvergens, akkor (Sn) is csak S-hez tarthat.

1.19. Példa. A (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + . . . = 0 + 0 + 0 + . . . = 0 zárójelezett sor konvergens, de az
eredeti 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . sor divergens, mert an ̸→ 0.

1.20. Tétel (Műveletek konvergens sorokkal). Ha
∑∞

n=1 an = A és
∑∞

n=1 bn = B (ahol A,B ∈ R),
valamint c ∈ R, akkor

∞∑
n=1

c · an = c ·A,

∞∑
n=1

(an ± bn) = A±B,

Az állítások A = ±∞ és/vagy B = ±∞ is érvényesek, feltéve, hogy a jobb oldalak értelmezve vannak (a
határozatlan eseteket kizárva).

Bizonyítás. Legyen Sn(a) → A, Sn(b) → B. Ekkor

n∑
k=1

cak = cSn(a) → cA,

n∑
k=1

(ak ± bk) = Sn(a)± Sn(b) → A±B.

1.21. Tétel (Véges sok összeadandó megváltoztatása). Ha a
∑∞

n=1 an sorban véges sok összeadandót

a) törlünk,
b) hozzáadunk,
c) megváltoztatunk,
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akkor a konvergens sor konvergens marad, a divergens sor divergens marad. A sor összege azonban
változhat.

Bizonyítás. Vizsgáljuk meg az egyes eseteket.
a) Törlés esetén: Ha k darab tagot törlünk, akkor elég nagy n-re az új sor S′

n részletösszege
S′
n = Sn+k + C (ha az első k tagot töröltük). Mivel (Sn) konvergens, ezért (Sn+k) is konvergens és

ugyanahhoz a határértékhez tart.
b) Hozzáadás esetén: Ha k darab új tagot adunk hozzá (pl. az elejéhez), akkor elég nagy n-re

S′
n = Sn−k + C, ahol C a hozzáadott tagok összege. Mivel (Sn−k) → S, ezért S′

n → S + C.
c) Megváltoztatás esetén: Ha k darab tagot megváltoztatunk, az tekinthető úgy, hogy először

töröljük az eredeti k tagot, majd hozzáadjuk az új k tagot. Így elég nagy n-re S′
n = Sn −K +C, ahol K

az eredeti törölt tagok összege, C az új tagok összege.
Minden esetben az új sor (S′

n) részletösszegei az eredeti sor (Sn) részletösszegeiből konstans hozzáadá-
sával vagy indexeltolással származnak, így konvergencia esetén az új sor is konvergens lesz, divergencia
esetén pedig divergens marad.

1.22. Megjegyzés. Ha a sorban véges sok tagot változtatunk meg, akkor a konvergencia ténye nem változik,
de az összeg igen (általában S−K+C lesz, ahol K a kivett tagok összege, C a hozzáadott tagok összege).
Ha k tagot törlünk, akkor C = 0; ha k tagot hozzáadunk, akkor K = 0; ha k tagot megváltoztatunk,
akkor mindkettő nem nulla lehet.

1.23. Példa. Tekintsük a konvergens
∑∞

n=1
1
2n = 1 sort. Ha az első tagot (1/2) kicseréljük 1-re, akkor

az új sor összege 1− 1
2 + 1 = 3

2 lesz.

1.24. Példa. A divergens harmonikus sor
∑∞

n=1
1
n első 106 tagjának megváltoztatása után a sor továbbra

is divergens marad.

2. Nemnegatív tagú sorok

2.1. Alaptételek
2.1. Definíció. A

∑∞
n=1 an sort nemnegatív tagúnak nevezzük, ha minden n ∈ N esetén an ≥ 0.

2.2. Tétel. Ha
∑∞

n=1 an nemnegatív tagú sor, akkor a részletösszegek (Sn) sorozata monoton növekvő.

Bizonyítás. Sn − Sn−1 = an ≥ 0, így Sn ≥ Sn−1 minden n ≥ 2-re.

2.3. Következmény. A nemnegatív tagú sorok vagy konvergensek (ha a részletösszegek korlátosak),
vagy +∞-hez tartanak (ha nem korlátosak). Egy nemnegatív tagú sor pontosan akkor konvergens, ha
(Sn) korlátos sorozat.

2.2. Összehasonlító kritériumok
2.4. Tétel (Majoráns kritérium). Tegyük fel, hogy 0 ≤ an ≤ bn minden n ∈ N-re (vagy legalábbis
valamilyen N indextől kezdve). Ha

∑∞
n=1 bn konvergens, akkor

∑∞
n=1 an is konvergens.

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy 0 ≤ an ≤ bn minden n ∈ N-re (ez mindig feltehető, mert N után teljesül, N
index előtti tagok pedig végesek, vagyis ha nullává tesszük őket, akkor az nem változtat a konvergencián).
Ekkor a részletösszegekre 0 ≤ Sn(a) ≤ Sn(b) teljesül minden n-re. Mivel

∑
bn konvergens, ezért Sn(b)

korlátos, így Sn(a) is korlátos. De Sn(a) monoton növekvő, így korlátossága esetén konvergens.

2.5. Tétel (Minoráns kritérium). Tegyük fel, hogy 0 ≤ an ≤ bn minden n ∈ N-re (vagy legalábbis
valamilyen N indextől kezdve). Ha

∑∞
n=1 an divergens, akkor

∑∞
n=1 bn is divergens.

Bizonyítás. majoráns kritériummal, TFH:
∑

bn konvergens

2.6. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1

n2+n sor konvergenciáját!
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2.7. Megoldás. Minden n ∈ N-re
1

n2 + n
≤ 1

n2
,

és
∑∞

n=1
1
n2 konvergens (lásd később), így a majoráns kritérium alapján az eredeti sor is konvergens.

2.8. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1√
n

sor konvergenciáját!

2.9. Megoldás. Minden n ∈ N-re
1√
n
≥ 1

n
,

és a harmonikus sor
∑

1
n divergens, így a minoráns kritérium alapján az eredeti sor is divergens.

2.10. Tétel (Kondenzációs kritérium). Legyen (an) nemnegatív tagú, monoton csökkenő sorozat (azaz
a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . ≥ 0). Ekkor a

∑∞
n=1 an sor pontosan akkor konvergens, ha a

∞∑
k=1

2ka2k

sor konvergens.

Bizonyítás. Legyen (an) nemnegatív tagú, monoton csökkenő sorozat. Vizsgáljuk a részletösszegeket 2n

tagra.
(⇐): 2k ≤ n < 2k+1 esetén

Sn ≤ S2k+1−1 = a1 + (a2 + a3)︸ ︷︷ ︸
≤2a2

+(a4 + a5 + a6 + a7)︸ ︷︷ ︸
≤4a4

+ . . .+ (a2k + . . .+ a2k+1−1)︸ ︷︷ ︸
≤2ka

2k

Felső becslésekkel S2k+1−1 ≤ a1 + Sk(kondenzációs), ami korlátos mennyiség a feltétel miatt
Tehát (Sn) is korlátos sorozat =⇒ konvergens

(⇒): Csoportosítsuk másképp a tagokat:

S2k+1 = a1 + a2 + (a3 + a4)︸ ︷︷ ︸
≥2a4

+(a5 + a6 + a7 + a8)︸ ︷︷ ︸
≥4a8

+ . . .+ (a2k+1 + . . .+ a2k+1)︸ ︷︷ ︸
≥2k·a

2k+1

Vagyis

S2k+1 ≥ a1 +
1

2
Sk+1(kondenzációs)

S2k+1 korlátos (a feltétel miatt) =⇒ S2k+1(kondenzációs) korlátos =⇒
∑∞

n=1 2
na2n konvergens

2.11. Példa (Hiperharmonikus sor). Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1
nα sort (α > 0)!

2.12. Megoldás. Alkalmazzuk a kondenzációs kritériumot:

∞∑
k=1

2k · 1

(2k)α
=

∞∑
k=1

2k · 2−kα =

∞∑
k=1

(21−α)k.

Ez egy mértani sor, ami pontosan akkor konvergens, ha 21−α < 1, azaz 1− α < 0, vagyis α > 1. Tehát

∞∑
n=1

1

nα
konvergens ⇐⇒ α > 1.

Speciálisan:

• α = 1: harmonikus sor, divergens.
• α = 2: konvergens.
• α = 1

2 : divergens.
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2.13. Tétel.

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
x ∈ R

shx =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
x ∈ R

chx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
x ∈ R

Bizonyítás. Az f(x) = ex függvény 0 középpontú n-edfokú Taylor polinomja:

Tn(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk =

n∑
k=0

xk

k!
és f(x)− Tn(x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1 =

ec

(n+ 1)!
xn+1

A maradéktagot vizsgálva:

|f(x)− Tn(x)| ≤
e|x|

(n+ 1)!
|x|n+1 → 0

Ezért f(x) = limn→∞ Tn(x)︸ ︷︷ ︸
Sn

, akkor pedig ex =
∑∞

n=0
xn

n! x ∈ R

sh(x) = ex−e−x

2 = 1
2

∑∞
n=0

xn−(−x)n

n! , ez páros n esetén csupa 0, páratlan n esetén pedig xn

n! alakúak az
összeadandók, vagyis a sor végső alakja:

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

chx = ex+e−x

2 = 1
2

∑∞
n=0

xn+x−n

n! , vagyis a sor végső alakja:
∞∑

n=0

x2n

(2n)!

2.14. Tétel. A koszinusz függvény Taylor-sora minden x ∈ R esetén konvergens:

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(∀x ∈ R)

Bizonyítás. Tn(x) =
∑n

k=0
cos(k)(0)

k! xk =
∑

k≤n
2

(−1)k

(2k)! x
2k

|cosx− Tn(x)| ≤
∣∣∣∣f (n+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ≤ |x|n+1

(n+ 1)!
→ 0, x rögzített, n-nel tartunk a végtelenbe

⇒ cos(x) = lim
n→∞

Tn(x) ⇒ cosx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n ∀x ∈ R

2.15. Tétel. A szinusz függvény Taylor-sora minden x ∈ R esetén konvergens:

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(∀x ∈ R)

Bizonyítás. Hasonlóan a koszinusz bizonyításához

2.16. Megjegyzés. A fenti sorfejtések komplex x-re is érvényesek, és ekkor fennállnak az Euler-formulából
ismert összefüggések:

chx = cos(ix) =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!

shx = −i sin(ix) =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
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2.3. Hányados és gyökkritérium
2.17. Tétel (D’Alembert-féle hányadoskritérium). Legyen an > 0, ekkor

(a) 1. Ha limn→∞
an+1

an
< 1, akkor

∑
an konvergens

2. Ha limn→∞
an+1

an
> 1, akkor

∑
an divergens

(b) 1. Ha lim supn→∞
an+1

an
< 1, akkor

∑
an konvergens.

2. Ha lim infn→∞
an+1

an
> 1, akkor

∑
an divergens.

2.18. Megjegyzés. A lim sup és lim inf használata pontosabb megfogalmazást tesz lehetővé:

• Ha lim sup an+1

an
= c < 1, akkor véges sok n kivételével an+1

an
≤ q < 1 bármely c < q < 1.

• Ha lim inf an+1

an
= c > 1, akkor véges sok n kivételével an+1

an
> 1.

Bizonyítás. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyük fel, hogy lim supn→∞

an+1

an
= c < 1. Ekkor bármely c < q < 1-re véges sok n kivételével

an+1

an
≤ q. Azaz létezik N ∈ N, hogy minden n ≥ N -re

an+1

an
≤ q < 1.

Ekkor
aN+1 ≤ qaN , aN+2 ≤ qaN+1 ≤ q2aN , . . . , aN+k ≤ qkaN |.

Így a sor "farokrészét" majorálja a
∑∞

k=0 aNqk mértani sor, ami konvergens, mert |q| < 1. Ezért az
eredeti sor konvergens.

Ha lim infn→∞
an+1

an
= c > 1, akkor véges sok n kivételével an+1

an
> 1. Ekkor an monoton nő (egy

indextől kezdve), így nem tarthat 0-hoz, tehát a sor divergens (nem teljesül a szükséges feltétel).

2.19. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
n!
nn sor konvergenciáját!

2.20. Megoldás.

an+1

an
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
=

n+ 1

(n+ 1)n+1
· nn =

nn

(n+ 1)n
=

1(
1 + 1

n

)n → 1

e
< 1

Tehát a sor konvergens.

2.21. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(2n)!

4n(n!)2 sor konvergenciáját!

2.22. Megoldás.

an+1

an
=

(2n+ 2)!

4n+1((n+ 1)!)2
· 4

n(n!)2

(2n)!
=

(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2
=

4n2 + 6n+ 2

4n2 + 8n+ 4
→ 1

A hányadoskritérium itt nem dönt. További vizsgálat szükséges (A Stirling-formulából következik, hogy
az összeadandók nagyságrendje n− 1

2 , ezért az összeg divergens).

2.23. Megjegyzés. Attól, hogy an+1

n < 1 ∀n nem következik, hogy a sor konvergens (lásd: harmonikus
sor), de ha an+1

an
≤ q < 1 ∀n teljesül, akkor a sor konvergens, ugyanis lim sup < 1.

2.24. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)! sor konvergenciáját!

2.25. Megoldás.

an+1

an
=

((n+ 1)!)2

(2n+ 2)!
· (2n)!
(n!)2

=
(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=

n2 + 2n+ 1

4n2 + 6n+ 2
→ 1

4
< 1

Tehát a sor konvergens.

2.26. Tétel (Cauchy-féle gyökkritérium). Legyen an ≥ 0. Ekkor:

(a) 1 Ha limn→∞ n
√
an < 1, akkor

∑
an konvergens.
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2 Ha limn→∞ n
√
an > 1, akkor

∑
an divergens.

(b) 3 Ha lim supn→∞
n
√
an < 1, akkor

∑
an konvergens.

4 Ha lim supn→∞
n
√
an > 1, akkor

∑
an divergens.

Bizonyítás. Elég a (b) pontot igazolni.
Tegyük fel, hogy lim supn→∞

n
√
an = c < 1. Ekkor létezik olyan q, hogy c < q < 1, és véges sok n

kivételével n
√
an ≤ q. Azaz létezik N ∈ N, hogy minden n ≥ N -re

n
√
an ≤ q =⇒ an ≤ qn.

Ekkor a sor "farokrészét" majorálja a
∑∞

n=N qn mértani sor, ami konvergens, mert |q| < 1. Ezért a
majoráns kritérium miatt az eredeti sor is konvergens.

Ha lim supn→∞
n
√
an = c > 1, akkor végtelen sok n-re n

√
an > 1, azaz an > 1. Ekkor an ̸→ 0, így a

sor divergens (nem teljesül a szükséges feltétel).

2.27. Megjegyzés. A gyökkritérium erősebb a hányadoskritériumnál abban az értelemben, hogy ha a
hányadoskritérium konvergenciát jelez, akkor a gyökkritérium is, de fordítva nem mindig igaz. Vannak
sorok, melyekre a hányadoskritérium nem dönt, de a gyökkritérium igen.

2.28. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1

(
2n

3n+1

)n
sor konvergenciáját!

2.29. Megoldás.
n
√
an =

2n

3n+ 1
→ 2

3
< 1

Tehát a gyökkritérium alapján a sor konvergens.

2.30. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1

(
1 + 1

n

)n2

sor konvergenciáját!

2.31. Megoldás.
n
√
an =

(
1 +

1

n

)n

→ e > 1

Tehát a gyökkritérium alapján a sor divergens.

2.32. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1

(lnn)n sor konvergenciáját!

2.33. Megoldás.
n
√
an =

1

lnn
→ 0 < 1

Tehát a sor konvergens.

2.34. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
nn

2n·n! sor konvergenciáját!

2.35. Megoldás. Itt a gyökkritériumot alkalmazzuk:

n
√
an =

n

2 · n
√
n!

=
n

2 · n
√
n!

Ismert, hogy n
√
n! ∼ n

e (Stirling-formula), így

n
√
an ∼ n

2 · n
e

=
e

2
> 1

Tehát a sor divergens.

2.36. Példa (Határeset). Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1
n és

∑∞
n=1

1
n2 sorokat a gyökkritériummal!

2.37. Megoldás. Mindkét esetben:

n
√
an =

n

√
1

np
= n−p/n = e−

p lnn
n → e0 = 1

A gyökkritérium nem dönt (a határérték 1), pedig az egyik sor divergens, a másik konvergens.
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2.38. Példa. Vizsgáljuk meg a következő sort:
∞∑

n=1

an, ahol an =

{
1
2n , ha n páros
1
3n , ha n páratlan

2.39. Megoldás. Számítsuk ki a gyökök lim sup-ját:

n
√
an =

{
1
2 , ha n páros
1
3 , ha n páratlan

Ekkor lim sup n
√
an = 1

2 < 1, így a sor konvergens. (Valóban, a sort majorálja a
∑

1
2n konvergens mértani

sor.) A hányadoskritérium nem dönti el a konvergenciát, mert lim sup an+1

an
= ∞, lim inf an+1

an
= 0

2.40. Példa. Vizsgáljuk meg a következő sort:
∞∑

n=1

nn

3n · n!

2.41. Megoldás.
n
√
an =

n

3 · n
√
n!

∼ n

3 · n
e

=
e

3
≈ 0.906 < 1

Tehát a sor konvergens.

2.42. Példa. Vizsgáljuk meg a következő sort:
∞∑

n=1

(
2n− 1

3n+ 2

)n

2.43. Megoldás.
n
√
an =

2n− 1

3n+ 2
→ 2

3
< 1

Tehát a sor konvergens.

2.4. Integrálkritérium
2.44. Tétel (Integrálkritérium monoton csökkenő, nemnegatív függvényekre). Legyen f(x) ≥ 0 monoton
csökkenő a [K,∞) intervallumon (K ∈ N). Ekkor a

∞∑
n=K

f(n)

numerikus sor pontosan akkor konvergens, ha az∫ ∞

K

f(x) dx

improprius integrál konvergens.
Továbbá, ha a sor konvergens, akkor érvényes a következő becslés a maradékra:∫ ∞

n+1

f(x) dx ≤
∞∑

k=n+1

f(k) ≤
∫ ∞

n

f(x) dx

Bizonyítás. Figyeljük az alábbi ábrát:

an

n n+ 1 n+ 2
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S − Sn = an+1 + an+2 . . . ≤
∫∞
n

f az ábrából nyílvánvalóan, vagyis

∞∑
k=n+1

ak ≤
∫ ∞

n

f(x) dx

fan

n+ 1 n+ 2 n+ 3

Ugyanebből a gondolatmenetből adódik, hogy

∞∑
k=n+1

ak ≥
∫ ∞

n+1

f(x) dx

2.45. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=2
1

n lnn sor konvergenciáját!

2.46. Megoldás. Legyen f(x) = 1
x ln x a [2,∞) intervallumon. Ekkor∫ ∞

2

1

x lnx
dx = [ln(lnx)]

∞
2 = lim

b→∞
ln(ln b)− ln(ln 2) = ∞

Az integrál divergens, így a sor is divergens.

2.47. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=2
1

n(lnn)2 sor konvergenciáját!

2.48. Megoldás. Legyen f(x) = 1
x(ln x)2 a [2,∞) intervallumon. Ekkor∫ ∞

2

1

x(lnx)2
dx =

[
− 1

lnx

]∞
2

= 0 +
1

ln 2
< ∞

Az integrál konvergens, így a sor is konvergens.

2.49. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=2
1

x ln x·ln ln x sor konvergenciáját!

2.50. Megoldás. Legyen f(x) = 1
x ln x·ln ln x a [3,∞) intervallumon. Ekkor∫ ∞

3

1

x lnx · ln lnx
dx = [ln(ln lnx)]

∞
3 = ∞

Az integrál divergens, így a sor is divergens.

2.51. Példa. Becsüljük meg a
∑∞

n=1
1
n2 sor n-edik maradékát!

2.52. Megoldás. Az integrálkritérium becslése alapján:∫ ∞

n+1

1

x2
dx ≤

∞∑
k=n+1

1

k2
≤
∫ ∞

n

1

x2
dx

Kiszámolva az integrálokat: [
− 1

x

]∞
n+1

=
1

n+ 1
≤

∞∑
k=n+1

1

k2
≤ 1

n

Tehát a maradék ∼ 1
n .

12



2.53. Példa. Becsüljük meg a
∑∞

n=2
1

n(lnn)2 sor maradékát n = 106-ra!

2.54. Megoldás. Az integrálkritérium becslése alapján:∫ ∞

n+1

1

x(lnx)2
dx ≤

∞∑
k=n+1

1

k(ln k)2
≤
∫ ∞

n

1

x(lnx)2
dx

Kiszámolva az integrálokat: [
− 1

lnx

]∞
n+1

=
1

ln(n+ 1)
≤ Rn ≤ 1

lnn

Ha n = 106, akkor lnn ≈ 13.8, így Rn ≈ 0.072. Kiszámolva a pontos értéket Rn ≈ 0.074-t kapunk, vagyis
a becslésünk jó.

3. Tetszőleges előjelű sorok

3.1. Abszolút és feltételes konvergencia
3.1. Definíció. A

∑∞
n=1 an sort abszolút konvergensnek nevezzük, ha a

∑∞
n=1 |an| sor konvergens.

3.2. Tétel. Az abszolút konvergens sorok konvergensek.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy
∑

|an| konvergens. Mivel

0 ≤ an + |an| ≤ 2|an|,

ezért a majoráns kritérium miatt
∑

(an + |an|) is konvergens. Ekkor∑
an =

∑
(an + |an|)−

∑
|an|

két konvergens sor különbsége, így konvergens.

3.3. Definíció. A
∑

an sort feltételesen konvergensnek nevezzük, ha konvergens, de nem abszolút
konvergens.

3.2. Leibniz-típusú (alternáló) sorok
3.4. Tétel (Leibniz-kritérium). Legyen (an) monoton csökkenő, nullához tartó, nemnegatív sorozat. Ek-
kor a

∞∑
n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .

alternáló sor konvergens. Továbbá a maradékra teljesül, hogy

|S − Sn| ≤ an+1,

ahol S a sor összege, Sn pedig az n-edik részletösszeg.

Bizonyítás. Vizsgáljuk a páros és páratlan indexű részletösszegeket.
Legyen S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . . + (a2n−1 − a2n). Minden zárójelben az első tag nagyobb a

másodiknál (monotonitás), így S2n monoton növekvő.
Legyen S2n+1 = a1 − (a2 − a3) − (a4 − a5) − . . . − (a2n − a2n+1). Minden kivonás után pozitív tag

következik, így S2n+1 monoton csökkenő.
Továbbá S2n ≤ S2n+1 minden n-re, mert S2n+1 − S2n = a2n+1 ≥ 0.
S2n ≤ S2k+1, mert ha N = max(n, k), akkor

S2n ≤ S2N ≤ S2N+1 ≤ S2k+1

S2n növő, S2n ≤ S1 (az előző pont miatt) =⇒ ∃S∗ = limS2n véges

S∗ ≤ S2k+1 ⇒ ∃S∗ ≤ S∗∗ = limS2k+1

13



S2n ≤ S∗ ≤ S∗∗ ≤ S2n+1, 0 ≤ S2n+1 − S2n = a2n+1 → 0, ezért S∗ = S∗∗ =⇒
∑

an konvergens
Hibabecslés: 0 ≤ S − S2k ≤ S2k+1 − S2k = a2k+1 és 0 ≤ S2k+1 − S ≤ S2k+1 − S2k+2 = a2k+2, vagyis

ezek alapján a maximumot kiválasztva a hiba mértéke:

|Sn − S| = a2n+1

3.5. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n (váltakozó előjelű harmonikus sor) konvergens, mert an = 1
n monoton

csökkenő és tart 0-hoz. Nem abszolút konvergens, mert
∑

1
n divergens.

3.6. Példa. A
∑∞

n=1(−1)n+1 1√
n

Leibniz-típusú sor, konvergens, de nem abszolút konvergens.

3.7. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1 sin(π
√
n2 + 1) sort!

3.8. Megoldás.

∞∑
n=1

sin(π
√
n2 + 1) =

∞∑
n=1

sin
(
πn+ π(

√
n2 + 1− n)

)
=

∞∑
n=1

cos(πn)︸ ︷︷ ︸
(−1)n

sin
(
π(
√
n2 + 1− n)

)︸ ︷︷ ︸
sin( π√

n+2+1+n
)

és
1√

n2 + 1 + n
↘ 0

mert nullához közeledünk

3.9. Példa. A
∑∞

n=1(−1)n+1 1
np sor:

• p > 1 esetén abszolút konvergens.
• 0 < p ≤ 1 esetén feltételesen konvergens.
• p ≤ 0 esetén divergens (nem teljesül a szükséges feltétel).

3.10. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 sort! Ez abszolút konvergens, mert
∑

1
n2 konvergens.

3.11. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=2
(−1)n

lnn sort! Ez Leibniz-típusú, konvergens, de nem abszolút kon-
vergens, mert

∑
1

lnn divergens.

3.12. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(−1)n+1n

n2+1 sort!

3.13. Megoldás. an = n
n2+1 ∼ 1

n , ami 0-hoz tart, de a monotonitást ellenőrizni kell. f(x) = x
x2+1

deriváltja f ′(x) = x2+1−2x2

(x2+1)2 = 1−x2

(x2+1)2 , ami x > 1 esetén negatív, tehát n ≥ 2-re monoton csökken. Így
Leibniz-típusú, konvergens. Nem abszolút konvergens, mert

∑
n

n2+1 ∼
∑

1
n divergens.

3.14. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
cosnπ

n sort! Mivel cosnπ = (−1)n, ez megegyezik a váltakozó
előjelű harmonikus sorral, tehát feltételesen konvergens.

3.15. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
cosnπ√
n2+1

sort!

3.16. Megoldás. cosnπ√
n2+1

= (−1)n√
n2+1

, ez Leibniz-típusú, mert an szigorúan monoton csökken és nullához tart,
tehát konvergens. Nem abszolút konvergens.

3.17. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1−cosnπ

n sort!

3.18. Megoldás. 1−cosnπ = 1−(−1)n, ami n párosra 0, n páratlanra 2. Így a sor
∑∞

k=1
2

2k−1 = 2
∑

1
2k−1 ,

ami divergens (hiszen a harmonikus sor divergens).

3.19. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1−cosnπ√

n
sort!

3.20. Megoldás. Hasonlóan az előzőhöz, ez
∑∞

k=1
2√

2k−1
∼
∑ √

2√
k
, ami divergens.

3.21. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1(ch
1
n − 1) sort!
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3.22. Megoldás. ch 1
n − 1 = 1

2n2 + 1
24n4 + . . . ∼ 1

2n2 , így a sor abszolút konvergens.

3.23. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1 ln
(
1 + (−1)n

n

)
sort!

3.24. Megoldás.

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
=

(−1)n

n
− 1

2n2
+

(−1)n

3n3
− . . .

A főtag (−1)n

n egy feltételesen konvergens sort ad, a többi tag
∑

1
n2 típusú, ami abszolút konvergens. Így

az eredeti sor feltételesen konvergens.

3.3. Átrendezési tételek
3.25. Tétel (Átrendezési tétel abszolút konvergens sorokra). Ha a

∑∞
n=1 an sor abszolút konvergens,

akkor az összeadandók tetszőleges átrendezésével kapott
∑∞

n=1 a
′
n sor is konvergens, és összege megegyezik

az eredeti sor összegével:
∞∑

n=1

a′n =

∞∑
n=1

an.

3.26. Tétel. Ha a
∑

an sor feltételesen konvergens, akkor a pozitív tagokból álló sor divergens (+∞-hez
tart), a negatív tagokból álló sor pedig divergens (−∞-hez tart). Formálisan:∑

an>0

an = +∞,
∑
an<0

an = −∞.

3.27. Megjegyzés. A 3.26. tételben csak az lehetséges, hogy a negatív tagok összege −∞, a pozitívaké ∞,
különben ha bármely véges lenne, akkor divergens lenne a sor.

3.28. Tétel. Legyen
∑

an egy feltételesen konvergens sor. Ekkor tetszőleges B ∈ R∪ {+∞,−∞} esetén
létezik a sornak olyan átrendezése, amelynek összege B.

Bizonyítás vázlat. A feltételesen konvergens sorokra a pozitív tagok összege +∞, a negatív tagok összege
−∞. Az átrendezést a következőképpen konstruáljuk:

1. Ha B véges, akkor vegyünk annyi pozitív tagot, hogy összegük meghaladja B-t, majd annyi negatív
tagot, hogy összegük B alá csökkenjen, majd ismét pozitív tagokat, stb. Mivel a tagok nullához tartanak,
ez az eljárás konvergálni fog B-hez. Ha ügyelünk arra, hogy minden lépésben az addig fel nem hasz-
nált legkisebb indexű pozitív illetve negatív összeadandókat használjuk, akkor így minden összeadandót
felhasználunk a végén, tehát

∑
an egy átrendezését kapjuk.

2. Ha B = +∞, akkor az átrendezést így konstruáljuk:
Vegyük sorra a pozitív és negatív tagokat (mindig a még fel nem használt legkisebb indexűt). Az

n-edik lépésben addig adunk össze pozitív tagokat, amíg a részösszeg meg nem haladja az n-et, majd
hozzáadunk egy negatív tagot.

Mivel minden lépésben csak véges sok tagot használunk fel, és minden tag sorra kerül, valóban átren-
dezést kapunk. A részösszegek minden n-re meghaladják az n-et, ezért a sor összege +∞.

3. Ha B = −∞, hasonlóan, a negatív tagok dominálnak.

3.29. Példa. A
∑∞

n=1(−1)n+1 1
n (váltakozó előjelű harmonikus sor) feltételesen konvergens. Ennek a

sornak az összege ln 2 (ha az eredeti sorrendben hagyjuk). Átrendezéssel azonban bármilyen valós szám
előállítható összegként.

3.30. Példa. Mutassuk meg, hogy a
∑∞

n=1(−1)n+1 1
n sornak létezik olyan átrendezése, amelyik 3

2 ln 2-hez
konvergál!

3.31. Megoldás. Vegyük a következő átrendezést:

1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ · · ·

azaz két pozitív tag után egy negatív tag következik. Jelölje S ezen átrendezett sor összegét. Számolással
igazoljuk, hogy S = 3

2 ln 2.
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Csoportosítsuk a tagokat hármasával:

S =

∞∑
k=1

(
1

4k − 3
+

1

4k − 1
− 1

2k

)
.

Írjuk fel a ln 2 ismert sorfejtését a váltakozó harmonikus sorból:

ln 2 =

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

Most vegyük ennek a sornak a következő lineáris kombinációját:

ln 2 +
1

2
ln 2 =

3

2
ln 2.

Számítsuk ki ezt másképp:

3

2
ln 2 =

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

)
+

1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

)
A második tagban szorozzuk be a 1

2 -t a sorba:

3

2
ln 2 =

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

)
+

(
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+ · · ·

)
Most adjuk össze a két sort tagonként. Vegyük észre, hogy a második sorban a 1

2 -es tagok éppen
kitöltik a hiányzó páros nevezőjű tagokat, de előjelesen:

3

2
ln 2 = (1) +

(
−1

2
+

1

2

)
+

(
1

3

)
+

(
−1

4
− 1

4

)
+

(
1

5

)
+

(
−1

6
+

1

6

)
+

(
1

7

)
+

(
−1

8
− 1

8

)
+ · · ·

Egyszerűsítve:
3

2
ln 2 = 1 +

1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ · · ·

Ez pedig éppen az átrendezett sorunk, tehát:

S =
3

2
ln 2.

Ezzel igazoltuk, hogy a megadott átrendezés valóban 3
2 ln 2-hez konvergál.

3.32. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

√
n

sor feltételesen konvergens, mert an = 1√
n

monoton csökken és tart 0-hoz,
de
∑

1√
n

divergens.

3.33. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 sor abszolút konvergens, így bármely átrendezése ugyanahhoz az összeghez
konvergál.

3.34. Megjegyzés. A Riemann-féle átrendezési tétel jól mutatja a feltételesen konvergens sorok "instabili-
tását": az összeg függ a tagok sorrendjétől. Ezért ilyen sorokkal óvatosan kell bánni, például szorzásnál
vagy más műveleteknél.

4. Hibabecslés numerikus sorokra
Három fontos módszer a sorok maradékának (hibájának) becslésére:

4.1. 1. Integrálkritérium esetén
Ha f(x) ≥ 0 monoton csökkenő függvény a [K,∞)-n, akkor a

∑∞
n=K f(n) sor maradékára:∫ ∞

n+1

f(x) dx ≤
∞∑

k=n+1

f(k) ≤
∫ ∞

n

f(x) dx

Azaz a hiba (a sor n-edik részletösszeg utáni része) két integrál közé szorítható.
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4.2. 2. Leibniz-típusú (alternáló) soroknál
Ha a

∑∞
n=1(−1)n+1an sor teljesíti a Leibniz-kritérium feltételeit (an ≥ 0, monoton csökkenő, an → 0),

akkor a maradékra:
|S − Sn| ≤ an+1

Azaz a hiba nem nagyobb a sor következő tagjának abszolút értékénél.

4.3. 3. Majoráns kritérium alkalmazásával
Ha |an| ≤ bn és

∑
bn konvergens, akkor

∑
an is konvergens, és a maradékra:

|S − Sn| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak| ≤
∞∑

k=n+1

bk

Azaz a hibát majorálja a
∑

bn sor megfelelő maradéka.

4.1. Példa. A
∑∞

n=1
1
n2 sor esetén hány tagot kell összeadni, hogy a hiba 10−2-nél kisebb legyen?

4.2. Megoldás. Használjuk az integrálkritériumot:
∞∑

k=n+1

1

k2
≤
∫ ∞

n

1

x2
dx =

[
− 1

x

]∞
n

=
1

n

Azt szeretnénk, hogy 1
n < 10−2, azaz n > 100. Tehát n = 101 tag már elegendő a kívánt pontossághoz.

4.3. Példa. A
∑∞

n=1
1
n3 sor esetén becsüljük meg a hibát n = 10-nél!

4.4. Megoldás.
∞∑

k=11

1

k3
≤
∫ ∞

10

1

x3
dx =

[
− 1

2x2

]∞
10

=
1

200
= 0.005

Tehát a hiba kisebb, mint 0.005.

4.5. Példa. A váltakozó előjelű harmonikus sor
∑∞

n=1
(−1)n+1

n esetén hány tag kell ahhoz, hogy a hiba
10−3-nél kisebb legyen?

4.6. Megoldás. Leibniz-típusú sorról van szó, így |S − Sn| ≤ an+1 = 1
n+1 . Azt szeretnénk, hogy 1

n+1 <

10−3, azaz n+ 1 > 1000, vagyis n ≥ 1000. Tehát 1000 tag után a hiba már kisebb, mint 0.001.

4.7. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n3 sor esetén becsüljük meg a hibát n = 5-nél!

4.8. Megoldás. Leibniz-típusú sor, a maradék: |S − S5| ≤ a6 = 1
63 = 1

216 ≈ 0.00463.

4.9. Példa. A
∑∞

n=1
cosnπ
n2+1 sor esetén becsüljük meg a hibát n = 10-nél!

4.10. Megoldás. Mivel
∣∣∣ cosnπn2+1

∣∣∣ ≤ 1
n2+1 < 1

n2 , és
∑

1
n2 konvergens, a majoráns kritériummal:∣∣∣∣∣

∞∑
k=11

cos kπ

k2 + 1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=11

1

k2
≤
∫ ∞

10

1

x2
dx =

1

10
= 0.1

Tehát a hiba kisebb, mint 0.1. Azonban tudunk ennél jobb megoldást is találni. Ha kihasználjuk, hogy
cosnπ = (−1)n, akkor a sor:

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1

Ez egy Leibniz-típusú sor, mivel an = 1
n2+1 pozitív, monoton csökkenő és tart 0-hoz. Emiatt a sor összege

és az n-edik részletösszeg különbsége (a hiba) nem nagyobb, mint a soron következő első elhagyott tag
abszolút értéke. Így n = 10 esetén:

|R10| ≤ a11 =
1

112 + 1
=

1

122
≈ 0,0082

Ez jóval pontosabb becslés, mint a 0.1.
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4.11. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

3n+5 sor esetén hány tag kell a 10−2 pontossághoz?

4.12. Megoldás. Leibniz-típusú sor, hiszen an = 1
3n+5 pozitív, monoton csökkenő és tart 0-hoz. A mara-

dékra:
|S − Sn| ≤ an+1 =

1

3(n+ 1) + 5
=

1

3n+ 8

Azt szeretnénk, hogy 1
3n+8 < 10−2 = 0.01, azaz 3n+ 8 > 100, vagyis 3n > 92, n > 30.67. Tehát n ≥ 31

tag kell.

4.13. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

(2n−1)! sor esetén becsüljük meg a hibát n = 4-nél!

4.14. Megoldás. Leibniz-típusú sor, |S − S4| ≤ a5 = 1
9! = 1

362880 ≈ 2.76 · 10−6, ami rendkívül pontos
közelítést ad.

4.15. Példa. A
∑∞

n=1
1

n4+3n2+5 sor esetén becsüljük meg, hány tag kell a 10−3 pontossághoz!

4.16. Megoldás. Mivel 1
n4+3n2+5 < 1

n4 , és
∑

1
n4 konvergens, használjuk az integrálkritériumot:

∞∑
k=n+1

1

k4
≤
∫ ∞

n

1

x4
dx =

[
− 1

3x3

]∞
n

=
1

3n3

Azt szeretnénk, hogy 1
3n3 < 10−3, azaz 3n3 > 1000, n3 > 333.3, n > 6.93. Tehát n ≥ 7 tag kell.

4.17. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n·2n sor esetén becsüljük meg a hibát n = 5-nél!

4.18. Megoldás. Leibniz-típusú sor, |S − S5| ≤ a6 = 1
6·26 = 1

6·64 = 1
384 ≈ 0.0026.

4.19. Példa. Melyik n-re lesz a
∑∞

k=n+1
1
k3 hiba kisebb, mint 10−4?

4.20. Megoldás. Integrálkritériummal:
∞∑

k=n+1

1

k3
≤
∫ ∞

n

1

x3
dx =

1

2n2

1
2n2 < 10−4 =⇒ 2n2 > 104 =⇒ n2 > 5000 =⇒ n > 70.71, tehát n ≥ 71.

4.21. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

√
n

sor esetén hány tag kell a 10−2 pontossághoz?

4.22. Megoldás. Leibniz-típusú sor, |S − Sn| ≤ an+1 = 1√
n+1

. Azt szeretnénk, hogy 1√
n+1

< 0.01, azaz
√
n+ 1 > 100, n+ 1 > 10000, n > 9999. Tehát n ≥ 10000 tag kell.

4.23. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(n+1)2−(n2+n)

2n−1 sort!

4.24. Megoldás. Először egyszerűsítsük a számlálót:

(n+ 1)2 − (n2 + n) = n2 + 2n+ 1− n2 − n = n+ 1

Így

an =
n+ 1

2n− 1
→ 1

2
̸= 0 (n → ∞)

Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, a sor divergens (nem teljesül a szükséges feltétel).

4.25. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(2n−1)n

n! sor konvergenciáját!

4.26. Megoldás. Alkalmazzuk a hányadoskritériumot:

an+1

an
=

(2n+ 1)n+1

(n+ 1)!
· n!

(2n− 1)n
=

(2n+ 1)n+1

(n+ 1)(2n− 1)n

=
2n+ 1

n+ 1
·
(
2n+ 1

2n− 1

)n

→ 2 · e1 = 2e > 1

Tehát a sor divergens.
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4.27. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(−1)n+1

3n+8 sort! Leibniz-típusú-e? Ha igen, adjunk hibabecslést!

4.28. Megoldás. Legyen an = 1
3n+8 . Ekkor:

• an > 0 minden n ∈ N-re
• an monoton csökkenő, mert an+1 = 1

3n+11 < 1
3n+8 = an

• an → 0, mert 1
3n+8 → 0

Tehát a sor Leibniz-típusú, így konvergens. A maradékra:

|S − Sn| ≤ an+1 =
1

3(n+ 1) + 8
=

1

3n+ 11

4.29. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 sor esetén hány tag kell ahhoz, hogy a hiba 10−3-nél kisebb legyen?

4.30. Megoldás. Leibniz-típusú sorról van szó, így |S − Sn| ≤ an+1 = 1
(n+1)2 . Azt szeretnénk, hogy

1
(n+1)2 < 10−3, azaz (n+ 1)2 > 1000, n+ 1 > 31.62, tehát n ≥ 32 tag kell.

4.31. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

(2n−1)! sor esetén becsüljük meg S − S3 értékét!

4.32. Megoldás. Leibniz-típusú sor, |S − S3| ≤ a4 = 1
7! =

1
5040 ≈ 1.98 · 10−4.

4.33. Példa. Döntsük el, hogy a
∑∞

n=1
sh x

1+ch2 x
sor konvergens-e!

4.34. Megoldás. Használjuk az integrál kritériumot. Legyen t = chx, ekkor dt = shx dx, így∫ ∞

1

shx

1 + ch2 x
dx =

∫ ∞

1

dt

1 + t2
= arctg(ch(∞))− arctg(ch(1)) =

π

2
− arctg(ch(1))

ami véges, tehát a sor konvergens

4.35. Példa. A
∑∞

n=1
3

(n+2)! sor esetén hány tag kell ahhoz, hogy a hiba 10−3-nél kisebb legyen?

4.36. Megoldás. A sor majorálható:

∞∑
k=n+1

3

(k + 2)!
≤

∞∑
k=n+1

3

k!
≤ 3

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)
≤ 3

(n+ 1)!
· n+ 2

n+ 1

Egyszerűbb becslés:
∑∞

k=n+1
3

(k+2)! ≤
3

(n+3)! ·
1

1− 1
n+4

≈ 3
(n+3)! . Azt szeretnénk, hogy 3

(n+3)! < 10−3, azaz

(n+ 3)! > 3000. Mivel 7! = 5040 > 3000, n+ 3 ≥ 7, azaz n ≥ 4 tag kell.

4.37. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
3n

n! sort!

4.38. Megoldás. Hányadoskritériummal:

an+1

an
=

3n+1

(n+ 1)!
· n!
3n

=
3

n+ 1
→ 0 < 1

Tehát a sor konvergens. (Valójában
∑

3n

n! = e3 − 1.)

4.39. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
n!
3n sort!

4.40. Megoldás. Hányadoskritériummal:

an+1

an
=

(n+ 1)!

3n+1
· 3

n

n!
=

n+ 1

3
→ ∞ > 1

Tehát a sor divergens.

4.41. Példa. A
∑∞

n=1
(−1)n+1

n·2n sor esetén becsüljük meg S − S10 értékét!

4.42. Megoldás. Leibniz-típusú sor, |S − S10| ≤ a11 = 1
11·211 = 1

11·2048 = 1
22528 ≈ 4.44 · 10−5.
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4.43. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
1√
n·2n sort!

4.44. Megoldás. Mivel 1√
n·2n ≤ 1

2n , és
∑

1
2n konvergens, a majoráns kritérium miatt az eredeti sor is

konvergens.

4.45. Példa. Vizsgáljuk meg a
∑∞

n=1
(−1)n+1·n

3n sort!

4.46. Megoldás. Abszolút értékre:
∣∣∣ (−1)n+1n

3n

∣∣∣ = n
3n . Hányadoskritériummal:

(n+ 1)/3n+1

n/3n
=

n+ 1

3n
→ 1

3
< 1

Tehát a sor abszolút konvergens, így konvergens is.

5. Sorok szorzata
5.1. Definíció (Cauchy-szorzat). Legyen

∑∞
n=0 an és

∑∞
n=0 bn két sor. Ekkor a két sor Cauchy-

szorzatán a
∞∑

n=0

cn, ahol cn =

n∑
k=0

akbn−k

sort értjük.

5.2. Megjegyzés. A Cauchy-szorzat úgy is felfogható, mint a formális hatványsorok szorzata:( ∞∑
n=0

an

)
·

( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)

5.3. Tétel (Mertens-tétel). (a) Ha
∑

an = A és
∑

bn = B konvergens sorok, és legalább az egyik
abszolút konvergens, akkor a Cauchy-szorzat

∑
cn is konvergens, és

∞∑
n=0

cn = A ·B.

(b) Ha
∑

an és
∑

bn is abszolút konvergens, akkor
∑

cn is abszolút konvergens.

5.4. Példa. Legyen an = (−1)n√
n+1

és bn = (−1)n√
n+1

. Tekintsük a két sor Cauchy-szorzatát!

5.5. Megoldás. Mindkét sor feltételesen konvergens (Leibniz-típusú, de nem abszolút konvergens). A
Cauchy-szorzat:

cn =

n∑
k=0

(−1)k√
k + 1

· (−1)n−k

√
n− k + 1

= (−1)n
(

1√
1
√
n
· · · 1

√
n+ 1

√
1

)
⇒ |cn| > (n+1) 1

n+1 = 1 ̸→ 0 így a szorzat divergens. Ez mutatja, hogy a Mertens-tétel feltétele (legalább
az egyik sor abszolút konvergenciája) szükséges.

5.6. Példa. Számítsuk ki a
∑∞

n=0 q
n (|q| < 1) mértani sor önmagával vett Cauchy-szorzatát!

5.7. Megoldás. Legyen an = qn, bn = qn. Ekkor

cn =

n∑
k=0

qk · qn−k =

n∑
k=0

qn = (n+ 1)qn.

A Mertens-tétel szerint (mivel |q| < 1, a sorok abszolút konvergensek):

∞∑
n=0

(n+ 1)qn =

(
1

1− q

)2

.
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5.8. Példa. Számítsuk ki a
∑∞

n=0
1
n! és

∑∞
n=0

1
n! Cauchy-szorzatát!

5.9. Megoldás. Legyen an = 1
n! , bn = 1

n! . Ekkor

cn =

n∑
k=0

1

k!
· 1

(n− k)!
=

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
=

2n

n!
.

Így a Cauchy-szorzat:
∑∞

n=0
2n

n! = e2. Valóban, e · e = e2.

5.10. Példa. Számítsuk ki a
∑∞

n=0
(−1)n

n! és
∑∞

n=0
1
n! Cauchy-szorzatát!

5.11. Megoldás. Legyen an = (−1)n

n! , bn = 1
n! . Ekkor

cn =

n∑
k=0

(−1)k

k!
· 1

(n− k)!
=

1

n!

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
=

1

n!
(1− 1)n =

0n

n!

Ami n = 0-ra 1, n > 0-ra 0. Tehát a Cauchy-szorzat: 1 + 0 + 0 + . . . = 1, ami e−1 · e = 1-nek felel meg.

5.12. Példa. Számítsuk ki a
∑∞

n=0
xn

n! és
∑∞

n=0
yn

n! Cauchy-szorzatát!

5.13. Megoldás. Legyen an = xn

n! , bn = yn

n! . Ekkor

cn =

n∑
k=0

xk

k!
· yn−k

(n− k)!
=

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k =

(x+ y)n

n!
.

Így a Cauchy-szorzat:
∑∞

n=0
(x+y)n

n! = ex+y, ami ex · ey = ex+y-nak felel meg.

5.14. Példa. Tekintsük a
∑∞

n=0
1
2n és

∑∞
n=0

1
3n Cauchy-szorzatát!

5.15. Megoldás. Mértani sorokról van szó, an = 1
2n , bn = 1

3n . Ekkor

cn =

n∑
k=0

1

2k
· 1

3n−k
=

1

3n

n∑
k=0

(
3

2

)k

=
1

3n
· 1− (3/2)n+1

1− 3/2

=
1

3n
· (3/2)

n+1 − 1

1/2
=

2

3n

(
3n+1

2n+1
− 1

)
=

3

2n
− 2

3n

Így a Cauchy-szorzat:
∑∞

n=0

(
3
2n − 2

3n

)
= 3 · 1

1− 1
2

− 2 · 1
1− 1

3

= 3 · 2 − 2 · 3
2 = 6 − 3 = 3. Valóban,

1
1− 1

2

· 1
1− 1

3

= 2 · 3
2 = 3.

5.16. Példa. Polinomok szorzataként is felfogható a Cauchy-szorzat:

(1 + q + q2 + q3)(1 + q + q2 + q3) = 1 + 2q + 3q2 + 4q3 + 3q4 + 2q5 + q6

Itt c0 = 1, c1 = 2, c2 = 3, c3 = 4, c4 = 3, c5 = 2, c6 = 1.

5.17. Példa. Legyen

an = 1−
∞∑

n=1

(
3

2

)n

, bn = 1 +

∞∑
n=1

(
3

2

)n(
2n +

1

2n

)
ahol a0 = 1, an = −

(
3
2

)n (n ≥ 1), b0 = 1, bn =
(
3
2

)n (
2n + 1

2n

)
(n ≥ 1).

Ekkor

cn =

n∑
k=0

akbn−k = bn + an +

n−1∑
k=1

akbn−k

=

(
3

2

)n(
2n +

1

2n

)
−
(
3

2

)n

−
n−1∑
k=1

(
3

2

)k (
3

2

)n−k (
2n−k +

1

2n−k

)

21



=

(
3

2

)n
(
2n +

1

2n
− 1−

n−1∑
k=1

(
2n−k +

1

2n−k

))
Mértani sorokkal:

n−1∑
k=1

2n−k = 2n − 2,

n−1∑
k=1

1

2n−k
= 1− 1

2n−1

Így

cn =

(
3

2

)n(
2n +

1

2n
− 1− (2n − 2)−

(
1− 1

2n−1

))

=

(
3

2

)n(
1

2n
+

1

2n−1

)
=

(
3

2

)n

· 3

2n
= 3

(
3

4

)n

Mivel 0 < 3
4 < 1, ezért cn → 0, és

∞∑
n=0

cn =

∞∑
n=0

3

(
3

4

)n

konvergens mértani sor.

6. Többváltozós függvények

6.1. Az Rd tér
Rd = {(x1, x2, . . . , xd) : xi ∈ R}.

6.1. Definíció. Egy d-változós függvény: f : Df ⊆ Rd ↠ R, ahol

• Df = {x ∈ Rd : f(x) értelmezett} ⊆ Rd az értelmezési tartomány,
• Rf = {f(x) : x ∈ Df} ⊆ R az értékkészlet,
• Gf = {(x, f(x)) ∈ Rd+1 : x ∈ Df} a függvény grafikonja.

6.2. Definíció. Az x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd vektor (euklideszi) hossza (normája):

|x| =
√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
d

A norma tulajdonságai:

1. |cx| = |c| · |x| minden c ∈ R-re
2. |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Minkowski-egyenlőtlenség)

6.3. Definíció. Az a ∈ Rd középpontú, r > 0 sugarú nyílt gömb:

Ba(r) = {x ∈ Rd : |x− a| < r}

6.4. Példa. • d = 1: Ba(r) = (a− r, a+ r) (intervallum)
• d = 2: Ba(r) = {(x, y) ∈ R2 : (x− a1)

2 + (y − a2)
2 < r2} (körlap)

• d = 3: Ba(r) = {(x, y, z) ∈ R3 : (x− a1)
2 + (y − a2)

2 + (z − a3)
2 < r2} (gömb)

6.2. Halmazok pontjainak osztályozása
6.5. Definíció. Legyen A ⊆ Rd és x ∈ Rd.

• x belső pontja A-nak, ha ∃r > 0, hogy Bx(r) ⊆ A.
• x határpontja A-nak, ha ∀r > 0: Bx(r) ∩A ̸= ∅ és Bx(r) ∩ (Rd \A) ̸= ∅.
• x torlódási pontja A-nak, ha ∀r > 0: Bx(r)∩A végtelen sok pontot tartalmaz (vagy ekvivalensen,

tartalmaz x-től különböző pontot).
• x izolált pontja A-nak, ha ∃r > 0, hogy Bx(r) ∩A = {x}.
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6.6. Megjegyzés. • belső pontok mindig elemei A-nak
• határpont, torlódási pont nem feltétlenül
• izolált pont szintén mindig eleme A-nak

6.7. Definíció. Az A ⊆ Rd halmaz

• nyílt, ha minden pontja belső pont.
• zárt, ha a komplementere (Rd \A) nyílt.

6.8. Példa. • R-ben az (1, 2) intervallum nyílt halmaz, mert minden pontjának van olyan környezete
(pl. r = min{x− 1, 2− x}), amely teljes egészében (1, 2)-ben van.

• R2-ben az [1, 2)×{3} halmaz nem nyílt és nem zárt. Nem nyílt, mert egyetlen pontja sem belső
pont (egy szakasz a síkban nem tartalmaz körlapot). Nem zárt, mert a komplementere nem nyílt:
a (2, 3) pont minden környezete tartalmaz a halmazból pontokat, így a komplementer pontjai nem
lehetnek belső pontok.

6.9. Tétel. • A ⊆ Rd nyílt ⇐⇒ egyetlen határpontját sem tartalmazza.
• A ⊆ Rd zárt ⇐⇒ az összes határpontját tartalmazza.

6.10. Példa. Vizsgáljuk meg az alábbi halmazokat R-ben és R2-ben!
R-ben:

• (1, 2) nyílt
• [−1, 2] zárt
• (−1, 2] nem nyílt és nem zárt (a 2 határpont, de nincs benne, azaz nem zárt; de a -1 nem belső

pontja, hanem határpontja a halmaznak. Ezekből következik, hogy a halmaz se nem nyílt, se nem
zárt.

R2-ben:

• (−1, 2)× {3} nem nyílt (egy vonal a síkban nem tartalmaz belső pontot)
• [1, 2]× [1, 2] zárt
• (−1, 2]× {3} nem nyílt és nem zárt
• ∅ és Rd egyszerre nyílt és zárt

6.11. Tétel. Ha A ⊆ Rd nyílt és zárt, akkor A = ∅ vagy A = Rd.

Bizonyítás helyett. ∃x ∈ A, y ̸∈ A, az [x,y] szakaszon haladjunk; az első pont, ami nem eleme A-nak
határpont.

6.12. Példa. Vizsgáljuk meg az alábbi halmazt R2-ben:

A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Figyeljük meg, hogy ez egy egységoldalú négyzet R2-ben.

• Belső pontok: {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} (a négyzet belseje)
• Határpontok: [0, 1]×{0}∪{1}× [0, 1]∪ [0, 1]×{1}∪{0}× [0, 1], vagyis a négyzet oldalai és csúcsai
• Torlódási pontok: A összes pontja (mert a (1, 1) pont is torlódási pont, hiszen bármely környezete

tartalmaz a négyzetből származó pontokat)
• Izolált pontok: nincs (a (1, 1) sem izolált, mert minden környezetében vannak a négyzetből pon-

tok)

6.3. Nyílt és zárt halmazok tulajdonságai
6.13. Tétel. 1. Akárhány nyílt halmaz uniója nyílt.

2. Véges sok nyílt halmaz metszete nyílt.
3. Akárhány zárt halmaz metszete zárt.
4. Véges sok zárt halmaz uniója zárt.

Bizonyítás. 1. Legyen {Gi}i∈I nyílt halmazok rendszere, és x ∈
⋃

i∈I Gi. Ekkor létezik i0 ∈ I, hogy
x ∈ Gi0 . Mivel Gi0 nyílt, ∃r > 0, hogy Bx(r) ⊆ Gi0 ⊆

⋃
i∈I Gi. Tehát az unió is nyílt.
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2. Legyen G1, . . . , Gn nyílt halmazok, és x ∈
⋂n

i=1 Gi. Ekkor minden i-re x ∈ Gi, így ∃ri > 0, hogy
Bx(ri) ⊆ Gi. Legyen r = min{r1, . . . , rn} > 0. Ekkor Bx(r) ⊆ Gi minden i-re, így Bx(r) ⊆

⋂n
i=1 Gi.

3. F zárt ⇐⇒ Rd \ F nyílt.
Rd \

⋂
i∈I Fi =

⋃
i∈I Rd \ Fi nyílt és az előző pont miatt az uniója a halmazrendszernek is nyílt,

vagyis
⋂

i∈I Fi zárt.
4. Rd \

⋃
i∈I =

⋂
i∈I Rd \ Fi nyílt és ugyanúgy az előző pont miatt a a metszete ezeknek szintén nyílt.

Jelölje xn = (xn,1, xn,2, . . . , xn,d) ∈ Rd egy pontsorozatot, és x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd egy határér-
tékpontot.

6.14. Definíció. Azt mondjuk, hogy az (xn) sorozat konvergál x-hez, ha

lim
n→∞

|xn − x| = 0,

azaz √
(xn,1 − x1)2 + (xn,2 − x2)2 + . . .+ (xn,d − xd)2 → 0.

Jelölés: xn → x vagy limn→∞ xn = x.

6.15. Tétel. xn → x akkor és csak akkor, ha minden koordinátára xn,i → xi (i = 1, 2, . . . , d).

Bizonyítás. (⇒) :
|xn,i − xi| ≤ |xn − x| → 0 =⇒ xn,i → xi

(⇐) : xn,i → xi, akkor

|xn − x| =

√√√√ d∑
i=1

(xn,i − xi)2 →
√
0 + . . .+ 0 = 0.

6.16. Példa. (xn, yn) =
(

1
n ,

n
n+1

)
→ (0, 1), mert 1

n → 0 és n
n+1 → 1.

6.17. Példa. (xn, yn) =
(

(−1)n

n , 1 + 1
2n

)
→ (0, 1).

6.18. Tétel. Egy A ⊆ Rd halmaz pontosan akkor zárt, ha bármely xn ∈ A konvergens sorozat esetén
limxn ∈ A.

Bizonyítás. ⇒: Tegyük fel, hogy A zárt, és xn ∈ A, xn → x. Indirekt tegyük fel, hogy x /∈ A. Ekkor
x ∈ Rd \A, ami nyílt, így létezik r > 0, hogy Bx(r) ⊆ Rd \A. Mivel xn → x, elég nagy n-re |xn − x| < r,
azaz xn ∈ Bx(r) ⊆ Rd \A, ami ellentmond xn ∈ A-nak.

⇐: Tegyük fel, hogy A nem zárt, azaz Rd \ A nem nyílt. Ekkor létezik x ∈ Rd \ A, hogy minden
r > 0-ra Bx(r) ∩A ̸= ∅. Válasszunk rn = 1

n -hez egy xn ∈ Bx(rn) ∩A pontot. Ekkor xn ∈ A, xn → x, de
x /∈ A, ami ellentmond a feltételnek.

6.19. Példa (Forgási felület). Legyen g(t) egyváltozós függvény. Ekkor az

f(x, y) = g
(√

x2 + y2
)

függvény grafikonja úgy áll elő, hogy a z = g(x) görbét (az xz-síkban) megforgatjuk a z tengely körül.
Például ha g(t) = 6− t2, akkor

f(x, y) = 6− (x2 + y2)

egy forgási paraboloid, amely a z = 6− x2 parabola megforgatásával keletkezik.
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z = 6− t2

x

y

z

6.20. Példa (Nevezetes felületek R3-ben). • Sík: ax+ by + cz = d, ahol a2 + b2 + c2 > 0.
• Gömb: x2 + y2 + z2 = R2 (középpont az origó, sugár R).
• Félgömb: z =

√
R2 − x2 − y2 (z ≥ 0).

• Ellipszoid: x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1.
• Kúp: z2 = x2 + y2 (kettős körkúp, 45◦-os félnyílásszög, csúcs az origóban).
• Forgási paraboloid: z = x2 + y2 (vagy z = 6− (x2 + y2)).

x

y

z

Körkúp: z2 = x2 + y2

6.4. Polárkoordináták
6.21. Definíció. Síkbeli polárkoordináták:

x = r cosφ, y = r sinφ

ahol r ≥ 0 a pont origótól mért távolsága, φ ∈ [0, 2π) az x-tengelytől mért szög.

6.22. Példa. • r = 2: 2 sugarú kör
• φ = π/4: az origóból induló, 45◦-os félegyenes
• r = 2 cosφ (|φ| < π/2): az (1, 0) középpontú, 1 sugarú kör
• r = φ (Arkhimédészi spirál, ha φ > 0)
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x

y

r = aφ

7. Határérték és folytonosság

7.1. Többváltozós határérték
7.1. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df ↠ R és a ∈ Rd torlódási pontja Df -nek. Azt mondjuk, hogy f -nek
létezik határértéke a-ban és ez A ∈ R, ha

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)−A| < ε.

Jelölés: lim
x→a

f(x) = A.

7.2. Megjegyzés. • Nem szükséges, hogy a ∈ Df (azaz f értelmezve legyen a-ban).
• Ha a ∈ Df , akkor f(a) értéke független a határértéktől (lehet, hogy f(a) ̸= limx→a f(x)).
• A definíció lényege: ha x közelít a-hoz (de nem egyenlő vele), akkor f(x) közelít A-hoz.
• Mivel a torlódási pont, x-szel tetszőlegesen közel mehetünk a-hoz úgy, hogy x ̸= a és x ∈ Df .

7.3. Tétel (Átviteli elv). Legyen a torlódási pontja Df -nek. Ekkor

lim
x→a

f(x) = A

akkor és csak akkor, ha minden xn ∈ Df , xn ̸= a, xn → a sorozatra f(xn) → A.

7.4. Tétel (Műveletek határértékkel). Legyen f, g : Rd ↠ R, limx→a f = A ∈ R, limx→a g = B ∈ R és a
torlódási pontja Df ∩Dg-nek. Ekkor:

1. lim
x→a

(f ± g)(x) = A±B

2. lim
x→a

(c · f)(x) = c ·A (ahol c ∈ R)
3. lim

x→a
(f · g)(x) = A ·B

4. Ha B ̸= 0, akkor lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A

B

A fenti állítások érvényben maradnak A = ±∞ és/vagyB = ±∞ esetén is, amennyiben a jobb oldal
értelmes.

Bizonyítás. Az átviteli elvvel visszavezetjük egyváltozós sorozatok határértékére.

7.5. Példa. Számítsuk ki a lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
határértéket az átviteli elv segítségével!

7.6. Megoldás. Vizsgáljuk meg különböző útvonalakon a függvényértékeket: Ha az x tengely mentén
közelítünk (yn = 0, xn → 0, xn ̸= 0):

f(xn, 0) =
xn · 0
x2
n + 0

= 0 → 0

Ha a y = x egyenes mentén közelítünk (xn = yn → 0, xn ̸= 0):

f(xn, xn) =
xn · xn

x2
n + x2

n

=
x2
n

2x2
n

=
1

2
→ 1

2

Mivel különböző útvonalakon különböző határértékeket kaptunk (0 és 1
2 ), az átviteli elv értelmében a

határérték nem létezik.
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7.7. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R és a ∈ Rd torlódási pontja Df -nek.

• lim
x→a

f(x) = +∞, ha

∀K ∈ R ∃δ > 0 : x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ =⇒ f(x) > K.

• lim
x→a

f(x) = −∞, ha

∀K ∈ R ∃δ > 0 : x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ =⇒ f(x) < K.

7.8. Példa.
lim

(x,y)→(0,0)

1√
x2 + y2

= +∞

Mert ha
√

x2 + y2 < δ = 1
K , akkor 1√

x2+y2
> K.

Bizonyítás. Az átviteli elv miatt az állítások visszavezethetők a sorozatokra vonatkozó megfelelő állítá-
sokra.

7.9. Megjegyzés. A határozatlan alakok (0 · ∞, ∞−∞, 0
0 , ∞

∞ stb.) esetén a határérték nem határozható
meg egyértelműen a fenti szabályokkal, további vizsgálat szükséges.

7.10. Példa. Határozzuk meg a lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
határértéket!

7.11. Megoldás. Vizsgáljuk meg különböző útvonalakon:

Az x tengely mentén (y = 0):
x2

x2
= 1 → 1

Az y tengely mentén (x = 0):
−y2

y2
= −1 → −1 Mivel két különböző útvonalon különböző határértékeket

kaptunk, a határérték nem létezik.

7.12. Példa. Határozzuk meg a lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
határértéket!

7.13. Megoldás. Becsüljük meg a függvény abszolút értékét:∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ x2|y|
x2

= |y| → 0 ((x, y) → (0, 0))

A rendőr elv miatt a határérték 0.

7.14. Példa. Határozzuk meg a lim
(x,y)→(0,0)

xy

2x2 + 3y2
határértéket!

7.15. Megoldás. Alkalmazzunk polárkoordinátákat: x = r cosφ, y = r sinφ. Ekkor

xy

2x2 + 3y2
=

r2 cosφ sinφ

2r2 cos2 φ+ 3r2 sin2 φ
=

cosφ sinφ

2 cos2 φ+ 3 sin2 φ

Ez a kifejezés függ φ-től, tehát a határérték irányfüggő:

• φ = 0 (y = 0):
0

2
= 0

• φ = π
2 (x = 0):

0

3
= 0

• φ = π
4 (y = x):

1
2

2 · 1
2 + 3 · 1

2

=
1
2
5
2

=
1

5

Mivel különböző irányokból különböző határértékeket kaptunk, a határérték nem létezik.
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7.2. Folytonosság
7.16. Definíció. Legyen f : Df ⊂ Rd ↠ R és a ∈ Df . Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ Df , |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

7.17. Megjegyzés. Ha a izolált pontja Df -nek, akkor f automatikusan folytonos a-ban, mert a δ megvá-
lasztható úgy, hogy a δ-környezetben csak a szerepeljen. Ha a torlódási pont, akkor f pontosan akkor
folytonos a-ban, ha lim

x→a
f(x) = f(a).

7.18. Tétel (Átviteli elv folytonosságra). f pontosan akkor folytonos a ∈ Df -ben, ha minden xn ∈ Df ,
xn → a sorozatra f(xn) → f(a).

7.19. Tétel. Ha f, g : Rd ⊇ D → R folytonosak a ∈ D-ben, c ∈ R, akkor

• cf , f ± g, f · g is folytonos a-ban
• ha g(a) ̸= 0, akkor f

g is folytonos a-ban

Bizonyítás. Az átviteli elvvel visszavezetendő az egyváltozós függvényekre tanult állításra.

7.20. Tétel (Összetett függvény folytonossága). Ha f : Rd ↠ R folytonos a-ban, és g : R ↠ R folytonos
f(a)-ban, akkor g ◦ f is folytonos a-ban.

7.21. Példa. f(x, y) = xy
x2+y2+1 mindenhol folytonos, mert nevező sosem 0, és alapműveletekből épül fel.

7.22. Példa.

f(x, y) =

{
x2y

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Az előzőekben láttuk, hogy lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0), így f folytonos az origóban is. Minden
más pontban nyilván folytonos.

7.23. Példa.

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Korábban láttuk, hogy lim(x,y)→(0,0) f(x, y) nem létezik (különböző irányokból különböző értékeket ka-
punk), így f nem folytonos az origóban, bár minden más pontban folytonos.

7.24. Tétel (Bolzano–Weierstrass-tétel Rd-ben). Minden korlátos Rd-beli sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Bizonyítás. Legyen (xn) korlátos sorozat Rd-ben, azaz létezik K > 0, hogy |xn| ≤ K minden n-re. Ekkor
minden koordinátasorozat (xn,i) is korlátos R-ben (i = 1, . . . , d).

Először tekintsük az első koordináták (xn,1) sorozatát. A Bolzano–Weierstrass-tétel R-ben garantálja,
hogy van konvergens részsorozata: létezik (n1

k) indexsorozat, hogy xn1
k,1

→ a1.
Most tekintsük a második koordináták (xn1

k,2
) sorozatát. Ez is korlátos, így van konvergens részsoro-

zata: létezik (n2
k) ⊆ (n1

k), hogy xn2
k,2

→ a2.
Folytatva ezt az eljárást mind a d koordinátára, kapunk egy (nk) = (nd

k) indexsorozatot, amelyre
minden i = 1, . . . , d koordinátára xnk,i → ai. Ekkor az (xnk

) sorozat Rd-ben konvergál a = (a1, . . . , ad)-
hez.

7.25. Tétel (Folytonos függvények tulajdonságai korlátos zárt halmazon). Legyen F ⊆ Rd korlátos és
zárt halmaz, és f : F → R folytonos függvény. Ekkor

1. f korlátos F -en. (Weierstrass 1. tétele)
2. f felveszi maximumát és minimumát F -en. (Weierstrass 2. tétele)
3. f egyenletesen folytonos F -en, azaz

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x, y ∈ F, |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

(Heine-tétel)

7.26. Megjegyzés.
d = 1 esetén a Bolzano-tétel is teljesül: ha f folytonos [a, b]-n, akkor az értékkészlete intervallum.
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8. Differenciálszámítás

8.1. Parciális deriváltak
8.1. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R és a ∈ Df a Df belső pontja. Az f függvény az i-edik
változójában parciálisan differenciálható az a pontban, ha létezik a

∂f

∂xi
(a) = fxi

(a) = lim
t→0

f(a1, . . . , ai + t, . . . , ad)− f(a)

t

határérték.
Más szóval: az i-ediken kívül az összes változót rögzítjük aj értéken, és az így adódó egyváltozós

függvényt deriváljuk ai-ben.

8.2. Példa. Legyen f(x, y) =
√
x3 + y3. Számítsuk ki a parciális deriváltakat az (1, 2) pontban!

8.3. Megoldás. Először a deriváltfüggvényeket határozzuk meg:

∂f

∂x
(x, y) =

3x2

2
√
x3 + y3

,
∂f

∂y
(x, y) =

3y2

2
√

x3 + y3

Behelyettesítve (1, 2)-be:
∂f

∂x
(1, 2) =

3 · 12

2
√
13 + 23

=
3

2
√
9
=

3

6
=

1

2

∂f

∂y
(1, 2) =

3 · 22

2
√
13 + 23

=
12

2
√
9
=

12

6
= 2

8.4. Példa. Legyen f(x, y) = x2 + y2. Határozzuk meg a parciális deriváltakat!

8.5. Megoldás.

∂f

∂x
(x, y) = lim

t→0

(x+ t)2 + y2 − (x2 + y2)

t
= lim

t→0

x2 + 2xt+ t2 − x2

t
= lim

t→0
(2x+ t) = 2x

∂f

∂y
(x, y) = lim

t→0

x2 + (y + t)2 − (x2 + y2)

t
= lim

t→0

2yt+ t2

t
= lim

t→0
(2y + t) = 2y

8.6. Példa. Legyen f(x, y) = xy (x > 0). Számítsuk ki a parciális deriváltakat!

8.7. Megoldás.
∂f

∂x
(x, y) = y · xy−1 (hatványfüggvényként deriváljuk x szerint)

∂f

∂y
(x, y) = xy · lnx (exponenciális függvényként deriváljuk y szerint)

8.8. Példa. Legyen

f(x, y) =
3xy

x2 + 2y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

Számítsuk ki a parciális deriváltakat!

8.9. Megoldás. A hányados-szabályt alkalmazva:

∂f

∂x
(x, y) =

3y(x2 + 2y2)− 3xy · 2x
(x2 + 2y2)2

=
3y(x2 + 2y2)− 6x2y

(x2 + 2y2)2
=

3y(x2 + 2y2 − 2x2)

(x2 + 2y2)2
=

3y(2y2 − x2)

(x2 + 2y2)2

∂f

∂y
(x, y) =

3x(x2 + 2y2)− 3xy · 4y
(x2 + 2y2)2

=
3x(x2 + 2y2)− 12xy2

(x2 + 2y2)2
=

3x(x2 + 2y2 − 4y2)

(x2 + 2y2)2
=

3x(x2 − 2y2)

(x2 + 2y2)2

Az origóban a parciális deriváltak definíció szerint:

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0
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8.10. Példa. Legyen

f(x, y) = arctg

(
x

y

)
, y ̸= 0

Számítsuk ki a parciális deriváltakat!

8.11. Megoldás.
∂f

∂x
(x, y) =

1

1 +
(

x
y

)2 · 1
y
=

y

x2 + y2

∂f

∂y
(x, y) =

1

1 +
(

x
y

)2 ·
(
− x

y2

)
= − x

x2 + y2

8.12. Példa. Legyen f(x, y) = ex cos y − ey sinx. Számítsuk ki a parciális deriváltakat!

8.13. Megoldás.
∂f

∂x
(x, y) = ex cos y − ey cosx

∂f

∂y
(x, y) = −ex sin y − ey sinx

8.14. Példa. Legyen f(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2 − 3xyz), ahol x > 0, y > 0, z > 0, x2 + y2 + z2 ̸= 3xyz.
Számítsuk ki a parciális deriváltakat, és ellenőrizzük, hogy f ′

x + f ′
y + f ′

z = 0 teljesül-e!

8.15. Megoldás. Legyen u = x2 + y2 + z2 − 3xyz. Ekkor f = lnu, így

∂f

∂x
=

1

u
· ∂u
∂x

=
2x− 3yz

x2 + y2 + z2 − 3xyz

∂f

∂y
=

1

u
· ∂u
∂y

=
2y − 3xz

x2 + y2 + z2 − 3xyz

∂f

∂z
=

1

u
· ∂u
∂z

=
2z − 3xy

x2 + y2 + z2 − 3xyz

Összeadva a számlálókat:

(2x− 3yz) + (2y − 3xz) + (2z − 3xy) = 2(x+ y + z)− 3(xy + yz + zx)

Ez általában nem nulla, tehát f ′
x + f ′

y + f ′
z ̸= 0 a legtöbb pontban.

8.2. Totális differenciálhatóság
8.16. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R és a ∈ Df a Df belső pontja. Azt mondjuk, hogy f totálisan
differenciálható a-ban, ha léteznek A1, A2, . . . , Ad ∈ R számok, hogy az

f(x)− f(a)−
d∑

i=1

Ai(xi − ai) = ε(x),

függvényre teljesül, hogy

lim
x→a

ε(x)

|x− a|
= 0.

8.17. Megjegyzés. A definíció lényege: a függvény a pont környezetében jól közelíthető egy lineáris függ-
vénnyel, a hiba pedig gyorsabban tart 0-hoz, mint |x− a|.

8.18. Tétel. Ha f totálisan differenciálható a-ban, akkor léteznek a parciális deriváltak a-ban, és

Ai =
∂f

∂xi
(a), i = 1, . . . , d.
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Bizonyítás. Válasszuk meg a közelítő irányt: legyen x = (a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , ad), azaz csak az
i-edik koordinátát változtassuk. Ekkor |x− a| = |h|, és

f(x)− f(a)−Aih = ε(x),
ε(x)

|h|
→ 0.

Ebből

0 = lim
x→a

ε(x)

|x− a|
= lim

h→0

ε(x)

|h|
⇐⇒ 0 = lim

h→0

ε(x)

h
= lim

h→0

f(x)− f(a)−Aih

h
= lim

h→0

f(x)− f(a)

h
−Ai

Amiből következik, hogy Ai =
∂f
∂xi

8.19. Tétel. Ha f totálisan differenciálható a-ban, akkor f folytonos a-ban.

Bizonyítás. Mivel

f(x) = f(a) +

d∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai) + ε(x),

és ε(x) → 0, valamint a lineáris tag is tart 0-hoz, így limx→a f(x) = f(a).

8.20. Megjegyzés. A parciális deriváltak létezéséből nem következik a folytonosság (ahogy korábban láttuk
a xy

x2+y2 példában sem volt f folytonos az origóban, pedig a parciális deriváltak léteztek). A totális
differenciálhatóság erősebb feltétel, maga után vonja a folytonosságot és a parciális deriváltak létezését.

8.21. Definíció. Ha f totálisan differenciálható a-ban, akkor az

df(a;x) =

d∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai)

lineáris függvényt f differenciáljának nevezzük a-ban.

8.22. Példa. Határozzuk meg f(x, y) = ex cos(y + 2) függvény (1, 2) pontbeli differenciálját!

8.23. Megoldás.
f ′
x(x, y) = ex cos(y + 2), fx(1, 2) = e1 cos 4 = e cos 4

f ′
y(x, y) = −ex sin(y + 2), fy(1, 2) = −e sin 4

Tehát a differenciál:
df
(
(1, 2); (x, y)

)
= e cos 4 · (x− 1)− e sin 4 · (y − 2)

8.24. Példa. Határozzuk meg f(x, y, z) = ex + sin(yz) függvény (4, 2,−1) pontbeli differenciálját!

8.25. Megoldás.
f ′
x(x, y, z) = ex, fx(4, 2,−1) = e4

f ′
y(x, y, z) = z cos(yz), fy(4, 2,−1) = (−1) cos(−2) = − cos 2

f ′
z(x, y, z) = y cos(yz), fz(4, 2,−1) = 2 cos(−2) = 2 cos 2

Tehát a differenciál:

df
(
(4, 2,−1); (x, y, z)

)
= e4(x− 4)− cos 2 · (y − 2) + 2 cos 2 · (z + 1)

8.26. Példa. Határozzuk meg f(x, y, z) = xy2z3 függvény (5,−2, 1) pontbeli differenciálját!

8.27. Megoldás.
f ′
x(x, y, z) = y2z3, fx(5,−2, 1) = 4 · 1 = 4

f ′
y(x, y, z) = 2xyz3, fy(5,−2, 1) = 2 · 5 · (−2) · 1 = −20

f ′
z(x, y, z) = 3xy2z2, fz(5,−2, 1) = 3 · 5 · 4 · 1 = 60

Tehát a differenciál:

df
(
(5,−2, 1); (x, y, z)

)
= 4(x− 5)− 20(y + 2) + 60(z − 1)
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8.28. Példa. Közelítsük meg 1.012.98 értékét a differenciál segítségével!

8.29. Megoldás. Legyen f(x, y) = xy. Ekkor f(1, 3) = 1. A parciális deriváltak:

f ′
x(x, y) = yxy−1, f ′

x(1, 3) = 3

f ′
y(x, y) = xy lnx, f ′

y(1, 3) = 1 · ln 1 = 0

A közelítés: x = 1.01 = 1 + 0.01, y = 2.98 = 3− 0.02

f(1.01, 2.98) ≈ f(1, 3) + fx(1, 3) · 0.01 + fy(1, 3) · (−0.02) = 1 + 3 · 0.01 + 0 = 1.03

A pontos érték 1.012.98 ≈ 1.0302, vagyis elég jó a becslésünk.
8.30. Megjegyzés. Csak úgy, mint a Taylor polinomnál, magasabb rendű parciális deriváltakat adva jobb
közelítést kapunk.

8.31. Példa. Közelítsük meg sin 31◦ · tg 46◦ értékét a differenciál segítségével!

8.32. Megoldás. Legyen f(x, y) = sinx ·tg y, ahol x és y radiánban. A pont: x0 = π
6 ≈ 30◦, y0 = π

4 = 45◦.

f
(π
6
,
π

4

)
= sin

π

6
· tg π

4
=

1

2
· 1 = 0.5

Parciális deriváltak:

f ′
x(x, y) = cosx · tg y, f ′

x

(π
6
,
π

4

)
= cos

π

6
· 1 =

√
3

2
≈ 0.8660

f ′
y(x, y) = sinx · 1

cos2 y
, f ′

y

(π
6
,
π

4

)
=

1

2
· 1

(
√
2/2)2

=
1

2
· 2 = 1

A változások: ∆x = π
180 ≈ 0.01745 (31° = 30° + 1°), ∆y = π

180 ≈ 0.01745 (46° = 45° + 1°)

f(31◦, 46◦) ≈ 0.5 + 0.8660 · 0.01745 + 1 · 0.01745 ≈ 0.5 + 0.0151 + 0.01745 ≈ 0.5326

A pontos érték körülbelül 0.5325, a közelítés jó.

8.33. Példa. Ha x és y közel van 0-hoz, akkor (1 + x)m(1 + y)n ≈ 1 +mx+ ny.

8.34. Megoldás. Legyen f(x, y) = (1 + x)m(1 + y)n. Ekkor f(0, 0) = 1.

f ′
x(x, y) = m(1 + x)m−1(1 + y)n, f ′

x(0, 0) = m

f ′
y(x, y) = (1 + x)m · n(1 + y)n−1, f ′

y(0, 0) = n

Tehát a lineáris közelítés:

f(x, y) ≈ f(0, 0) + fx(0, 0) · x+ fy(0, 0) · y = 1 +mx+ ny

8.35. Példa. Legyen f(x, y) = arctg
(

x+y
1+xy

)
. Határozzuk meg a (0, 0) pontbeli lineáris közelítését!

8.36. Megoldás. f(0, 0) = arctg 0 = 0. A parciális deriváltak:

f ′
x(x, y) =

1

1 +
(

x+y
1+xy

)2 · ∂

∂x

(
x+ y

1 + xy

)

Mivel (0, 0)-ban a derivált egyszerűbben számolható a definícióval:

f ′
x(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

arctg h

h
= 1

f ′
y(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

arctg h

h
= 1

Tehát a lineáris közelítés:
f(x, y) ≈ x+ y
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8.3. Érintősík
8.37. Definíció. Ha f differenciálható az (a, b) pontban, akkor az f grafikonjához az (a, b, f(a, b)) pont-
ban húzott érintősík egyenlete:

z = f(a, b) +
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b)

8.38. Megjegyzés. A differenciálhatóság definíciója alapján:

f(x, y)−
[
f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

]
= ε(x, y)

ahol lim
(x,y)→(a,b)

ε(x, y)√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0. Ez azt jelenti, hogy a függvény grafikonja és az érintősík

eltérése gyorsabban tart 0-hoz, mint a pont távolsága.

8.39. Példa. Határozzuk meg f(x, y) = ln(x2 + y2) függvény (2,−1) pontbeli érintősíkját!

8.40. Megoldás. Először kiszámoljuk a függvényértéket és a parciális deriváltakat:

f(2,−1) = ln(4 + 1) = ln 5

∂f

∂x
(x, y) =

2x

x2 + y2
,

∂f

∂x
(2,−1) =

4

5

∂f

∂y
(x, y) =

2y

x2 + y2
,

∂f

∂y
(2,−1) =

−2

5

Tehát az érintősík egyenlete:

z = ln 5 +
4

5
(x− 2)− 2

5
(y + 1)

8.41. Tétel (Differenciálhatóság elégséges feltétele). Legyen f : Rd ⊇ Df → R, és tegyük fel, hogy a
parciális deriváltak ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xd
léteznek a egy környezetében, és a-ban folytonosak. Ekkor f totálisan

differenciálható a-ban.

Bizonyítás. (d = 2 esetre) Legyen f(x, y) és a = (a, b). Ekkor

f(x, y)− f(a, b) =
[
f(x, y)− f(a, y)

]
+
[
f(a, y)− f(a, b)

]
A Lagrange-féle középértéktétel szerint létezik c x és a között, valamint d y és b között, hogy

f(x, y)− f(a, y) = fx(c, y)(x− a), f(a, y)− f(a, b) = fy(a, d)(y − b)

Tehát

f(x, y)−f(a, b) = fx(a, b)(x−a)+fy(a, b)(y− b)+
[
fx(c, y)−fx(a, b)

]
(x−a)+

[
fy(a, d)−fy(a, b)

]
(y− b)

Vagyis ε(x, y) =
[
fx(c, y) − fx(a, b)

]
(x − a) +

[
fy(a, d) − fy(a, b)

]
(y − b). Mivel fx és fy folytonosak

(a, b)-ben, a szögletes zárójelek tartanak 0-hoz, így

ε(x, y)√
(x− a)2 + (y − b)2

→ 0.

8.42. Megjegyzés. A feltétel nem szükséges: létezik olyan függvény, amely differenciálható egy pontban,
de a parciális deriváltjai nem folytonosak ott.

8.43. Példa. Legyen

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Vizsgáljuk meg a differenciálhatóságot a (0, 0) pontban!
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8.44. Megoldás. Számítsuk ki a parciális deriváltakat (0, 0)-ban:

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h2 sin 1
|h|

h
= lim

h→0
h sin

1

|h|
= 0

Hasonlóan fy(0, 0) = 0. A parciális deriváltak (0, 0)-n kívül:

fx(x, y) = 2x sin
1√

x2 + y2
− x√

x2 + y2
cos

1√
x2 + y2

Ez nem folytonos (0, 0)-ban, mert pl. az x = y egyenesen fx(x, x) = 2x sin 1
|x|

√
2
− 1√

2
cos 1

|x|
√
2
, ami nem

tart 0-hoz.
Ellenőrizzük a differenciálhatóságot:

|f(x, y)− f(0, 0)− 0 · x− 0 · y|√
x2 + y2

=
|(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
|√

x2 + y2
=
√
x2 + y2

∣∣∣∣∣sin 1√
x2 + y2

∣∣∣∣∣→ 0

Tehát f differenciálható (0, 0)-ban, annak ellenére, hogy a parciális deriváltak nem folytonosak ott.

8.45. Példa. Hol differenciálható az

f(x, y) =

ch

(
xy√

x2 + y2

)
, (x, y) ̸= (0, 0),

1, (x, y) = (0, 0)

függvény?

8.46. Megoldás. Ha (x, y) ̸= (0, 0), akkor f elemi függvények kompozíciója, tehát differenciálható.

f ′
x(x, y) = sh

(
xy√

x2 + y2

)
·

y
√
x2 + y2 − xy · x√

x2+y2

x2 + y2


= sh

(
xy√

x2 + y2

)
· y(x

2 + y2)− x2y

(x2 + y2)3/2
= sh

(
xy√

x2 + y2

)
· y3

(x2 + y2)3/2

lim
(x,y)→(0,0)

f ′
x(x, y)

x=r cosφ
y=r sinφ

= lim
r→0

sh(r cosφ sinφ) · sin3 φ = 0

x = r cosφ, y = r sinφ, x2 + y2 = r2

f ′
x(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

1− 1

h
= 0

⇒ f ′
x folytonos (0, 0)-ban.

f ′
y hasonlóan.

Mivel f ′
x és f ′

y mindenhol folytonosak, ezért f mindenhol differenciálható.

8.47. Példa. Hol differenciálható f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
függvény?
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8.48. Megoldás. (x, y) ̸= (0, 0)-ben f folytonosan differenciálható (elemi függvények hányadosa, nevező
nem nulla). Az origóban:

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− 0

h
= lim

h→0

h3/h2

h
= lim

h→0

h

h
= 1

fy(0, 0) = lim
h→0

f(0, h)− 0

h
= lim

h→0

h3/h2

h
= 1

A differenciálhatósághoz ellenőrizzük:

|f(x, y)− f(0, 0)− 1 · x− 1 · y|√
x2 + y2

=

∣∣∣x3+y3

x2+y2 − x− y
∣∣∣√

x2 + y2
=

∣∣∣x3+y3−(x+y)(x2+y2)
x2+y2

∣∣∣√
x2 + y2

Számoljuk a számlálót:

x3 + y3 − (x+ y)(x2 + y2) = x3 + y3 − x3 − xy2 − x2y − y3 = −xy(x+ y)

Tehát a hányados:
|xy(x+ y)|

(x2 + y2)
√

x2 + y2

x = r cosφ, y = r sinφ helyettesítéssel:

r3| cosφ sinφ(cosφ+ sinφ)|
r2 · r

= | cosφ sinφ(cosφ+ sinφ)|

Ez függ φ-től, nem tart 0-hoz (pl. φ = π/4 esetén értéke 1
2 ·

√
2 ̸= 0). Így a határérték nem létezik, tehát

f nem differenciálható az origóban, annak ellenére, hogy a parciális deriváltak léteznek.

8.4. Gradiens és összetett függvény deriválsa
8.49. Definíció. Ha f : Rd ⊇ Df → R differenciálható a-ban, akkor f gradiense a-ban:

grad f(a) =

(
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xd
(a)

)
= f ′(a)

Ahol a fenti kifejezés egy sorvektor

8.50. Tétel. f differenciálható a-ban ⇐⇒ f(x)−f(a)−f ′(a)(x−a) = ε(x) függvényre limx→a
ε(x)
|x−a| = 0

8.51. Megjegyzés. Figyeljük meg, hogy az előző kifejezésben f ′(a) egy sorvektor, míg (x− a) egy oszlop-
vektor, vagyis a mátrix szorzás értelmében 1 darab számot vonunk ki.

8.52. Tétel (Láncszabály). Legyen g1, . . . , gk : Rd ⊇ D → R differenciálható a ∈ D-ben, és f : Rk ⊇
Df → R differenciálható a (g1(a), . . . , gk(a)) pontban. Ekkor a

F (x) = f(g1(x), . . . , gk(x))

összetett függvény is differenciálható a-ban, és

∂F

∂xi
(a) =

k∑
j=1

∂f

∂uj

(
g(a)

)
· ∂gj
∂xi

(a) i = 1 . . . d

ahol uj = gj(x).
Mátrixos alakban:

F ′(a) = f ′(g(a)) · g′(a) (1×d mátrix = 1×k mátrix · k×d mátrix)

8.53. Példa. Számítsuk ki d
dxf(3x+ 4, x2 + 8) deriváltját!
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8.54. Megoldás. Legyen u = 3x+ 4, v = x2 + 8. Ekkor

d

dx
f(u, v) =

∂f

∂u
· du
dx

+
∂f

∂v
· dv
dx

= fu(3x+ 4, x2 + 8) · 3 + fv(3x+ 4, x2 + 8) · 2x

8.55. Példa. Számítsuk ki d
dxf(x, sinx) deriváltját!

8.56. Megoldás.
d

dx
f(x, sinx) =

∂f

∂x
(x, sinx) · 1 + ∂f

∂y
(x, sinx) · cosx

8.57. Példa. Számítsuk ki ∂
∂xf(x

2− y, xy) parciális deriváltat az f(u, v) deriváltjainak felhasználásával!

8.58. Megoldás. Legyen u = x2 − y, v = xy. Ekkor

∂

∂x
f(u, v) =

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

= fu(x
2 − y, xy) · 2x+ fv(x

2 − y, xy) · y

8.59. Példa. Legyen f(u, v) = veu, g(x) = cosx, h(x) = lnx. Ekkor

f(g(x), h(x)) = ecos x · lnx

A derivált:
d

dx
f(g(x), h(x)) = f ′

u(g(x), h(x)) · g′(x) + f ′
v(g(x), h(x)) · h′(x) = ecos x · lnx · (− sinx) + ecos x · 1

x

= ecos x
(
1

x
− lnx · sinx

)
8.60. Példa. Deriválás polárkoordináták szerint: x = r cosφ, y = r sinφ. Ekkor

f ′
r(r, φ) = f ′

x(r cosφ, r sinφ) · cosφ+ f ′
y(r cosφ, r sinφ) · sinφ

f ′
φ(r, φ) = f ′

x(r cosφ, r sinφ) · (−r sinφ) + f ′
y(r cosφ, r sinφ) · r cosφ

Formálisan:
∂f

∂r
=

∂f

∂x
· ∂x
∂r

+
∂f

∂y
· ∂y
∂r

,
∂f

∂φ
=

∂f

∂x
· ∂x
∂φ

+
∂f

∂y
· ∂y
∂φ

8.61. Példa. f(x, y) = x2 + y2 polárkoordinátákban: f(r, φ) = r2. Ekkor

f ′
r = 2r, f ′

φ = 0

Valóban, f ′
r = 2x cosφ + 2y sinφ = 2r cos2 φ + 2r sin2 φ = 2r, és f ′

φ = −2xr sinφ + 2yr cosφ =
−2r2 cosφ sinφ+ 2r2 sinφ cosφ = 0.

8.62. Példa. Legyen f(x, y) = exy sin(x+ y). Számítsuk ki a parciális deriváltakat!

8.63. Megoldás.

f ′
x(x, y) = yexy sin(x+ y) + exy cos(x+ y) = exy

(
y sin(x+ y) + cos(x+ y)

)
f ′
y(x, y) = xexy sin(x+ y) + exy cos(x+ y) = exy

(
x sin(x+ y) + cos(x+ y)

)
Vizsgáljuk meg a láncszabály szerint is, legyen:

g(u, v) = eu sin(v)

Ekkor f = g(xy, x+ y) és innen már tudjuk alkalmazni a láncszabályt:

F ′
x(x, y) = f ′

u(g1, g2) ·
∂g1
∂x

+ f ′
v(g1, g2) ·

∂g2
∂x

= exy sin(x+ y) · y + exy cos(x+ y) · 1 = exy
(
y sin(x+ y) + cos(x+ y)

)
F ′
y(x, y) = f ′

u(g1, g2) ·
∂g1
∂y

+ f ′
v(g1, g2) ·

∂g2
∂y

= exy sin(x+ y) · x+ exy cos(x+ y) · 1 = exy
(
x sin(x+ y) + cos(x+ y)

)
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8.64. Definíció. Legyen f1 . . . fr : Rd ↠ R differenciálható a ∈ Rd-ben. Akkor f = (f1, . . . , fr)
t : Rd ↠

Rr függvény is differenciálható a-ban, azaz f(x)− f(a) = f ′(a)(x− a) + ε(x), ahol

ε(x) =


ε1(x)
ε2(x)

...
εr(x)

 és lim
x→a

|ε(x)|
|x− a|

= 0

f ′(a)︸ ︷︷ ︸
r×d

=

f ′
1(a)
...

f ′
r(a)

 =

grad f1(a)
...

grad fr(a)


8.5. Iránymenti deriválás
8.65. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R, a ∈ Df belső pontja Df -nek, és e ∈ Rd, |e| = 1. Ekkor f
iránymenti deriváltja az e irány mentén az a pontban:

∂f

∂e
(a) = lim

t→0+

f(a+ te)− f(a)

t

azaz
∂f

∂e
(a) = [t → f(a+ te)]′+(0)

8.66. Megjegyzés. Ha e = ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (az i-edik egységvektor), akkor

∂f

∂ei
(a) = f ′

xi
(a)

Tehát (ha léteznek) a parciális deriváltak az iránymenti deriváltak speciális esetei.

8.67. Példa. Legyen f(x, y) =
x2y

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0), f(0, 0) = 0. Számítsuk ki az iránymenti deriváltat

az origóban az e =

(
1√
2
,
1√
2

)
irány mentén!

8.68. Megoldás.

∂f

∂e
(0, 0) = lim

t→0

f
(

t√
2
, t√

2

)
− f(0, 0)

t
= lim

t→0

(
t√
2

)2
· t√

2(
t√
2

)2
+
(

t√
2

)2 − 0

t

= lim
t→0

t2

2 · t√
2

t2

2 + t2

2

t
= lim

t→0

t3

2
√

2

t2

t
= lim

t→0

t
2
√
2

t
= lim

t→0

1

2
√
2
=

1

2
√
2
.

Tehát az iránymenti derivált létezik és értéke
1

2
√
2
.

8.69. Tétel (Elégséges feltétel az iránymenti derivált létezésére). Ha f : Rd ⊇ Df → R totálisan
differenciálható a-ban, akkor minden e ∈ Rd, |e| = 1 irány mentén létezik az iránymenti derivált, és

∂f

∂e
(a) = f ′(a) · e = grad f(a) · e

Bizonyítás. Legyen x = a+ te. Ekkor

ε(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

0 = lim
x→a

|ε(x)|
|x− a|

= lim
t→0

|f(a+ te)− f(a)− f ′(a) · te|
|t|

Ebből
lim
t→0

f(a+ te)− f(a)

t
= f ′(a) · e
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8.70. Példa. Legyen f(x, y) = x sin y. Számítsuk ki az iránymenti deriváltat az (1, π/3) pontban az
e =

(
3
5 ,

4
5

)
irányban!

8.71. Megoldás.
grad f(x, y) = (sin y, x cos y)

grad f
(
1,

π

3

)
=
(
sin

π

3
, cos

π

3

)
=

(√
3

2
,
1

2

)
∂f

∂e

(
1,

π

3

)
= grad f · e =

√
3

2
· 3
5
+

1

2
· 4
5
=

3
√
3 + 4

10

8.72. Tétel (Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenség). Legyen a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd) ∈
Rd. Ekkor

|a · b| ≤ |a| · |b|

azaz
|a1b1 + . . .+ adbd| ≤

√
a21 + . . .+ a2d ·

√
b21 + . . .+ b2d.

Egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn, ha a és b lineárisan összefüggő, azaz létezik t ∈ R úgy, hogy
a = tb vagy b = ta.

8.73. Definíció. cosα =
∑

aibi
|a||b| , ahol α az a és b vektorok által bezárt szög

8.74. Tétel (Legnagyobb növekedés iránya). Ha f differenciálható a-ban és grad f(a) ̸= 0, akkor az a

pontbeli legnagyobb iránymenti derivált értéke | grad f(a)|, és ezt a e =
grad f(a)

| grad f(a)|
irányban veszi fel. A

legnagyobb csökkenés iránya pedig e = − grad f(a)
| grad f(a)| .

Bizonyítás. A Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkij-egyenlőtlenség szerint:∣∣∣∣∂f∂e (a)
∣∣∣∣ = | grad f(a) · e| ≤ | grad f(a)| · |e| = | grad f(a)|

A legnagyobb növekedés ebből adódóan csak úgy lehetséges, ha e iránya megegyezik gradf irányával. Az
egyenlőtlenség megfordításából látszik az is, hogy a leggyorsabb csökkenés a − grad f irányban történik.

8.75. Példa. Legyen f(x, y, z) = x3 + 7y2 − yz. Számítsuk ki az a = (1, 0,−1) pontban az e = (0, 1, 0)
irány menti deriváltat. Melyik irányba a legnagyobb illetve a legkisebb az iránymenti derivált?

8.76. Megoldás. Először számítsuk ki a gradienst:

grad f(x, y, z) =
(
3x2, 14y − z, −y

)
grad f(1, 0,−1) =

(
3 · 12, 14 · 0− (−1), −0

)
= (3, 1, 0)

a) Az e = (0, 1, 0) irányban:

∂f

∂e
(1, 0,−1) = grad f · e = (3, 1, 0) · (0, 1, 0) = 1

b) A legnagyobb iránymenti derivált értéke:

| grad f(1, 0,−1)| =
√
32 + 12 + 02 =

√
10

A legnagyobb növekedés iránya: e =

(
3√
10

,
1√
10

, 0

)
A legnagyobb csökkenés iránya: e =

(
− 3√

10
,− 1√

10
, 0

)
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8.6. Szintfelületek és érintősík
8.77. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R függvény. Az

{x ∈ Df : f(x) = c}

halmazt f hiperfelületeinek (szintalakzatainak) nevezzük.

• d = 2 esetén {(x, y) : f(x, y) = c} a függvény szintvonalai.
• d = 3 esetén {(x, y, z) : f(x, y, z) = c} a függvény szintfelületei.

8.78. Példa. f(x, y) = x2 − y2 szintvonalai: x2 − y2 = c hiperbolák. Ha c = 0, akkor x2 = y2, azaz
y = ±x, ami egy egyenespár.

8.79. Példa. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = c szintfelületei: c > 0 esetén R =
√
c sugarú gömbök, c = 0

esetén az origó, c < 0 esetén üres halmaz.

8.80. Definíció (Érintősík szintalakzathoz). Ha f : Rd → R differenciálható a-ban, akkor az f(x) = f(a)
szintfelület a-beli érintőhipersíkja:

∂f

∂x1
(a)(x1 − a1) + . . .+

∂f

∂xd
(a)(xd − ad) = 0.

8.81. Megjegyzés. • d = 2 esetén: f(x, y) = f(a, b) szintvonal érintőegyenese:

f ′
x(a, b)(x− a) + f ′

y(a, b)(y − b) = 0

• d = 3 esetén: f(x, y, z) = f(a, b, c) szintfelület érintősíkja:

f ′
x(a, b, c)(x− a) + f ′

y(a, b, c)(y − b) + f ′
z(a, b, c)(z − c) = 0

8.82. Példa. f(x, y) = xy függvény xy = ab szintvonal érintőegyenese az (a, b) pontban:

f ′
x(a, b) = b, f ′

y(a, b) = a

b(x− a) + a(y − b) = 0 =⇒ bx+ ay = 2ab

Figyeljük meg, hogy ez az érintőegyenes ugyanaz, mint az y = ab
x egyváltozós függvény (hiperbola)

érintője az x = a pontban.

8.83. Példa. Határozzuk meg az x2 + 3y2 + 2z2 = 9 felületnek azokat az érintősíkjait, amelyek párhu-
zamosak a 2x+ 3y + 2z = 8 síkkal!

8.84. Megoldás. Legyen F (x, y, z) = x2 + 3y2 + 2z2. Ekkor

gradF = (2x, 6y, 4z)

Az érintősík normálvektora gradF , a 2x + 3y + 2z = 8 sík normálvektora (2, 3, 2). A párhuzamosság
feltétele:

(2x, 6y, 4z) = t(2, 3, 2) (t ∈ R)

Ebből 2x = 2t =⇒ x = t, 6y = 3t =⇒ y = t
2 , 4z = 2t =⇒ z = t

2 . A pontnak rajta kell lennie a
felületen:

t2 + 3

(
t

2

)2

+ 2

(
t

2

)2

= 9

t2 +
3t2

4
+

2t2

4
= t2 +

5t2

4
=

9t2

4
= 9 =⇒ t2 = 4 =⇒ t = ±2

A pontok: (2, 1, 1) és (−2,−1,−1). Az érintősík egyenletei:

(2, 1, 1)-ben: 4(x− 2) + 6(y − 1) + 4(z − 1) = 0 =⇒ 2x+ 3y + 2z = 9

(−2,−1,−1)-ben: − 4(x+ 2)− 6(y + 1)− 4(z + 1) = 0 =⇒ 2x+ 3y + 2z = −9
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8.85. Példa. Határozzuk meg az xyz = 1 felület azon érintősíkjait, amelyek párhuzamosak az x+y+z = 6
síkkal!

8.86. Megoldás. Legyen F (x, y, z) = xyz. Ekkor gradF = (yz, xz, xy). A párhuzamosság feltétele:

(yz, xz, xy) = t(1, 1, 1) =⇒ yz = xz = xy = t

Ebből yz = xz =⇒ z(y − x) = 0. Mivel xyz = 1 miatt z ̸= 0, ezért x = y. Hasonlóan xz = xy =⇒
x(z − y) = 0, így y = z. Tehát x = y = z. A felületen: x3 = 1 =⇒ x = 1. A pont: (1, 1, 1). Ekkor
t = 1, az érintősík:

1 · (x− 1) + 1 · (y − 1) + 1 · (z − 1) = 0 =⇒ x+ y + z = 3

8.87. Példa. Tekintsük az f(x, y, z) =
√
x+

√
y +

√
z függvényt, ahol x > 0, y > 0, z > 0. Határozzuk

meg a felület érintősíkját a (x0, y0, z0) pontban, amely a koordinátatengelyekből egyenlő hosszúságú
szakaszokat vág ki!

8.88. Megoldás. A felület egyenlete F (x, y, z) =
√
x+

√
y +

√
z = c. A gradiens:

gradF =

(
1

2
√
x
,

1

2
√
y
,

1

2
√
z

)
.

Ha az érintősík egyenlő hosszúságú szakaszokat vág ki a tengelyekből, akkor a tengelymetszetek egyen-
lők, tehát a sík egyenlete x+ y + z = k alakú. Ennek normálvektora (1, 1, 1).

Az érintősík normálvektora párhuzamos gradF (x0, y0, z0)-val, így

1

2
√
x0

=
1

2
√
y0

=
1

2
√
z0

=⇒ x0 = y0 = z0.

Legyen x0 = y0 = z0 = t > 0. Ekkor a felületen:
√
t+

√
t+

√
t = 3

√
t = c, és az érintősík egyenlete:

gradF (t, t, t) · (x− t, y − t, z − t) = 0.

Mivel gradF (t, t, t) =
(

1
2
√
t
, 1
2
√
t
, 1
2
√
t

)
, az érintősík:

1

2
√
t
(x− t) +

1

2
√
t
(y − t) +

1

2
√
t
(z − t) = 0 =⇒ x+ y + z = 3t.

A tengelymetszetek mind 3t, tehát valóban egyenlők. Az érintési pont (t, t, t).

8.89. Példa. Legyen x, y, z > 0, a > 0, és tekintsük a
√
x+

√
y +

√
z =

√
a

felületet. Határozzuk meg az érintősík által a koordinátatengelyekből kivágott szakaszok összegét!

8.90. Megoldás. Legyen f(x, y, z) =
√
x+

√
y +

√
z. Ekkor a felület egyenlete f(x, y, z) =

√
a.

A parciális deriváltak egy tetszőleges (x0, y0, z0) pontban:

f ′
x(x0, y0, z0) =

1

2
√
x0

, f ′
y(x0, y0, z0) =

1

2
√
y0

, f ′
z(x0, y0, z0) =

1

2
√
z0

.

Az érintősík egyenlete a (x0, y0, z0) pontban:

1

2
√
x0

(x− x0) +
1

2
√
y0

(y − y0) +
1

2
√
z0

(z − z0) = 0.

Mivel
√
x0 +

√
y0 +

√
z0 =

√
a, a sík egyenlete átrendezhető:

x− x0√
x0

+
y − y0√

y0
+

z − z0√
z0

= 0,
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azaz
x

√
x0

+
y

√
y0

+
z

√
z0

=
√
x0 +

√
y0 +

√
z0 =

√
a.

Tehát az érintősík tengelymetszetes alakja:

x√
a
√
x0

+
y√
a
√
y0

+
z√
a
√
z0

= 1.

A tengelymetszetek:
X =

√
a
√
x0, Y =

√
a
√
y0, Z =

√
a
√
z0.

A tengelymetszetek összege:

X + Y + Z =
√
a (

√
x0 +

√
y0 +

√
z0) =

√
a ·

√
a = a.

Tehát az érintősík által a koordinátatengelyekből kivágott szakaszok összege állandó: X +Y +Z = a.

8.7. Magasabb rendű deriválás
8.91. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R, a ∈ Df belső pont. Ha létezik Ba(r) gömbkörnyezet, ahol
f ′
xi

létezik és parciálisan differenciálható xj szerint, akkor

f ′′
xixj

(a) =
∂2f

∂xj∂xi
(a) = lim

h→0

f ′
xi
(a1, . . . , aj + h, . . . , ad)− f ′

xi
(a)

h

Ha i = j, akkor f ′′
xixi

a tiszta parciális derivált, ha i ̸= j, akkor vegyes parciális derivált.

8.92. Példa. Legyen

f(x, y) =


xy

x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Számítsuk ki a vegyes parciális deriváltakat az origóban!

8.93. Megoldás. Először számítsuk ki f ′
x(0, 0)-t:

f ′
x(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0

Hasonlóan f ′
y(0, 0) = 0.

(x, y) ̸= (0, 0) esetén:

f ′
x(x, y) =

(x2 − y2)(x2 + y2)y + 2x2y(x2 + y2)− 2x2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2

Egyszerűsítve:

f ′
x(x, y) = y · x

4 + 4x2y2 − y4

(x2 + y2)2

Most számítsuk ki f ′′
xy(0, 0)-t:

f ′′
xy(0, 0) = lim

h→0

f ′
x(0, h)− f ′

x(0, 0)

h
= lim

h→0

f ′
x(0, h)− 0

h

f ′
x(0, h) = h · 0+0−h4

(h2)2 = h · −h4

h4 = −h, így

f ′′
xy(0, 0) = lim

h→0

−h

h
= −1

Hasonlóan f ′′
yx(0, 0)-hoz:

f ′
y(x, y) = x · x

4 − 4x2y2 − y4

(x2 + y2)2
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f ′
y(h, 0) = h · h

4

h4
= h

f ′′
yx(0, 0) = lim

h→0

f ′
y(h, 0)− f ′

y(0, 0)

h
= lim

h→0

h

h
= 1

Tehát f ′′
xy(0, 0) ̸= f ′′

yx(0, 0).

8.94. Tétel (Young-tétel). Legyen f : Rd ⊇ Df → R, a ∈ Df belső pont. Tegyük fel, hogy létezik Ba(r)
környezet, ahol f ′′

xixj
és f ′′

xjxi
léteznek, és legalább az egyik folytonos a-ban. Ekkor

f ′′
xixj

(a) = f ′′
xjxi

(a)

8.95. Példa. f(x, y) = x cos(xy2) függvényre:

f ′
x = cos(xy2)− xy2 sin(xy2)

f ′′
xy = −2xy sin(xy2)− 2xy sin(xy2)− 2x2y3 cos(xy2) = −4xy sin(xy2)− 2x2y3 cos(xy2)

f ′
y = −2x2y sin(xy2)

f ′′
yx = −4xy sin(xy2)− 2x2y3 cos(xy2) = f ′′

xy

8.96. Definíció. Legyen f : Rd ⊇ Df → R, a ∈ Df belső pont.

• Ha f ′
xi

parciális deriváltak léteznek a egy környezetében és totálisan differenciálhatóak a-ban, akkor
f kétszer totálisan differenciálható a-ban.

• Ha minden f ′′
xixj

folytonos a-ban, akkor f kétszer folytonosan differenciálható a-ban.
• Ha minden r-adrendű parciális derivált létezik a egy környezetében és differenciálható a-ban, akkor
f r + 1-szer differenciálható a-ban.

8.97. Definíció (Hesse-mátrix).

f ′′(a) =


f ′′
x1x1

(a) f ′′
x1x2

(a) · · · f ′′
x1xd

(a)
f ′′
x2x1

(a) f ′′
x2x2

(a) · · · f ′′
x2xd

(a)
...

...
. . .

...
f ′′
xdx1

(a) f ′′
xdx2

(a) · · · f ′′
xdxd

(a)


8.98. Megjegyzés. Ha f kétszer folytonosan differenciálható a-ban (azaz minden másodrendű parciális
derivált folytonos a-ban), akkor Young tétele miatt a Hesse-mátrix szimmetrikus:

f ′′
xixj

(a) = f ′′
xjxi

(a) (∀i, j)

8.99. Példa. f(x, y) = exy + x3y függvény (1, 3) pontbeli Hesse-mátrixa:

f ′
x = yexy + 3x2y, f ′

y = xexy + x3

f ′′
xx = y2exy + 6xy, f ′′

xx(1, 3) = 9e3 + 18

f ′′
xy = exy + xyexy + 3x2 = exy(1 + xy) + 3x2, f ′′

xy(1, 3) = e3(1 + 3) + 3 = 4e3 + 3

f ′′
yy = x2exy, f ′′

yy(1, 3) = e3

Tehát
f ′′(1, 3) =

(
9e3 + 18 4e3 + 3
4e3 + 3 e3

)
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8.8. Magasabb rendű differenciál
8.100. Definíció. Legyen f : Rd → R kétszer differenciálható a-ban. Ekkor f a-beli második diffe-
renciálja:

d2f(a;x) =

d∑
i=1

d∑
j=1

f ′′
xixj

(a)(xi − ai)(xj − aj)

8.101. Megjegyzés. Egyváltozós esetben:

• df(a;x) = f ′(a)(x− a)
• d2f(a;x) = f ′′(a)(x− a)2

8.102. Definíció. Ha f r-szer differenciálható a-ban, akkor f a-beli r-edik differenciálja:

drf(a;x) =

d∑
i1=1

· · ·
d∑

ir=1

∂rf

∂xi1 · · · ∂xir

(a)(xi1 − ai1) · · · (xir − air )

8.103. Tétel. Legyen f : Rd ↠ R k-szer folytonosan differenciálható a ∈ Rd egy környezetében. Ekkor

dkf(a;x− a) =
∑

i1+···+id=k

k!

i1! . . . id!

∂kf

∂xi1
1 · · · ∂xid

d

(a)(x1 − a1)
i1 · · · (xd − ad)

id .

Bizonyítás. A Young-tétel szerint a vegyes parciális deriváltak sorrendje felcserélhető. Ezért a dkf(a; ·)
szimmetrikus k-lineáris alak, így az azonos tagokat összevonva a polinomiális tételből adódik, hogy

dkf(a;x− a) =
∑

i1+···+id=k

k!

i1! . . . id!

∂kf

∂xi1
1 · · · ∂xid

d

(a)(x1 − a1)
i1 · · · (xd − ad)

id .

8.104. Példa. f(x, y, z) = xyz esetén

d1f
(
(a, b, c); (x, y, z)

)
= bc(x− a) + ac(y − b) + ab(z − c)

d2f
(
(a, b, c); (x, y, z)

)
= 2c(x− a)(y − b) + 2b(x− a)(z − c) + 2a(y − b)(z − c)

d3f
(
(a, b, c); (x, y, z)

)
= 6(x− a)(y − b)(z − c)

dkf = 0 (k ≥ 4)

8.105. Példa. f(x, y) = xey függvény (a, b) pontbeli differenciáljai:

f ′
x = ey, f ′

y = xey, f ′′
xx = 0, f ′′

xy = ey, f ′′
yy = xey

d1f
(
(a, b); (x, y)

)
= eb(x− a) + aeb(y − b)

d2f
(
(a, b); (x, y)

)
= 2eb(x− a)(y − b) + aeb(y − b)2

d3f
(
(a, b); (x, y)

)
= 3eb(x− a)(y − b)2 + aeb(y − b)3

8.106. Példa. f(x, y, z) = ln(xyz) esetén a második differenciál (a, b, c)-ben:

d2f
(
(a, b, c); (x, y, z)

)
= − 1

a2
(x− a)2 − 1

b2
(y − b)2 − 1

c2
(z − c)2

(a vegyes tagok kiesnek, mert ∂2f
∂x∂y = 0 stb.)

8.107. Tétel. ha f : Rd ↠ R egy r-szer differenciálható függvény, akkor:

d(r)f(a;x) = g(r)(0) ahol g(t) = f(a+ t(x− a))

8.108. Megjegyzés. f(x)−f(a) = g(1)−g(0) = (1−0)·g′(τ)
1−0 egy 0 ≤ τ ≤ 1 értékre a Lagrange-középértéktétel

szerint, vagyis f(x)− f(a) = g′(τ)
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8.9. Lagrange-féle középértéktétel és Taylor polinom
8.109. Tétel (Lagrange-féle középértéktétel). Legyen f : Rd ↠ R differenciálható a Ba(r) gömbkörnye-
zetben. Ekkor minden x, |x− a| < r esetén létezik t0 ∈ (0, 1), hogy

f(x)− f(a) =

d∑
i=1

f ′
xi

(
a+ t0(x− a)

)
(xi − ai)

Bizonyítás. Legyen g(t) = f(a+ t(x− a)), ahol t ∈ [0, 1]. Ekkor g differenciálható, és

g′(t) =

d∑
i=1

f ′
xi

(
a+ t(x− a)

)
(xi − ai)

A Lagrange-féle középértéktétel szerint (d = 1 esetben):

g(1)− g(0) = g′(t0) · (1− 0) (t0 ∈ (0, 1))

Mivel g(1) = f(x) és g(0) = f(a), ezért

f(x)− f(a) =

d∑
i=1

f ′
xi

(
a+ t0(x− a)

)
(xi − ai)

8.110. Megjegyzés. df
(
a+ t0(x− a)︸ ︷︷ ︸

x∗

;x − a + x∗), ezért a Lagrange középértéktétel szerint ∃x∗ ∈ (a, x),

hogy f(x)− f(a) = df(x∗, x− a+ x∗)

8.111. Definíció. Ha f : Rd ↠ R k-szor differenciálható az |x− a| < r pontokban, akkor f függvény a
pont körüli k-ad fokú Taylor-polinomja:

Tkf(a;x) =

k∑
i=0

1

i!
dif(a;x)

8.112. Tétel (Taylor-tétel Lagrange-féle maradéktaggal). Ha f : Rd ↠ R k + 1-szor differenciálható az
|x− a| < r pontokban, akkor ∃x∗ ∈ (a, x), hogy

f(x)− Tkf(a;x) =
1

(k + 1)!
dk+1f(x∗, x− a+ x∗)

Bizonyítás. Legyen g(t) = f(a+ t(x− a)) a [0, 1]-en. Ekkor

g(1) = f(x), g(0) = f(a)

Ekkor

g(1) =

k∑
i=0

g(i)(0)

i!
(1− 0)i +

g(k+1)(t0)

(k + 1)!
(1− 0)

Azaz

f(x)− f(a)−
k∑

i=1

d(i)f(a, x)

i!
=

dk+1f(x∗, x− a+ x∗)

(k + 1)!

44



9. Szélsőértékszámítás

9.1. Lokális szélsőérték
9.1. Definíció. Legyen f : Rd ↠ R, a ∈ Df belső pontja Df -nek.

• Ha létezik r > 0, hogy minden |x−a| < r esetén f(x) ≥ f(a), akkor a-ban f -nek lokális minimuma
van.

• Ha létezik r > 0, hogy minden |x − a| < r esetén f(x) ≤ f(a), akkor a-ban f -nek lokális maxi-
muma van.

9.2. Megjegyzés. Egyváltozós esetben (d = 1):

• Ha f -nek lokális szélsőértéke van a-ban és f differenciálható a-ban, akkor f ′(a) = 0.
• Ha f ′(a) = 0 és f ′′(a) > 0, akkor a-ban lokális minimum van.
• Ha f ′(a) = 0 és f ′′(a) < 0, akkor a-ban lokális maximum van.

9.3. Definíció. Legyen A ∈ Rd×d szimmetrikus mátrix.

• A pozitív definit, ha x⊤Ax > 0 minden 0 ̸= x ∈ Rd esetén.
• A negatív definit, ha x⊤Ax < 0 minden 0 ̸= x ∈ Rd esetén.
• A pozitív szemidefinit, ha x⊤Ax ≥ 0 minden x ∈ Rd esetén, de nem pozitív definit.
• A negatív szemidefinit, ha x⊤Ax ≤ 0 minden x ∈ Rd esetén, de nem negatív definit.
• A indefinit, ha x⊤Ax felvesz pozitív és negatív értékeket is.

9.4. Tétel. Legyen A ∈ Rd×d szimmetrikus mátrix. Ekkor:

• A pozitív definit ⇐⇒ minden sajátértéke pozitív.
• A negatív definit ⇐⇒ minden sajátértéke negatív.
• A indefinit ⇐⇒ van pozitív és negatív sajátértéke is.

Bizonyítás. Legyen A ∈ Rd×d szimmetrikus. Ekkor létezik {e1, . . . , ed} ortonormált bázis Rd-ben, hogy

Aei = λiei (i = 1, . . . , d),

és eTi ej = δij .
Legyen x =

∑d
j=1 xjej . Ekkor

xTAx =

(
d∑

i=1

xie
T
i

)
A

 d∑
j=1

xjej


=

d∑
i=1

d∑
j=1

xixj e
T
i Aej =

d∑
i=1

d∑
j=1

xixj e
T
i (λjej)

=

d∑
i=1

d∑
j=1

λjxixj e
T
i ej =

d∑
i=1

d∑
j=1

λjxixj δij =

d∑
i=1

λix
2
i .

Tehát

xTAx =

d∑
i=1

λix
2
i .

Ami meg nyílvánvalóan pozitív, ha a sajátértékek pozitívak.

9.5. Tétel. Legyen A ∈ Rd×d szimmetrikus mátrix.

• A pozitív definit ⇐⇒ a bal felső sarokdeterminánsok (főminorok) mind pozitívak.
• A negatív definit ⇐⇒ a főminorok előjele váltakozva negatív és pozitív, az 1×1-es főminor, azaz

a bal felső sarokelem negatív.
• Ha det(A) ̸= 0, de a mátrix nem pozitív definit és nem negatív definit, akkor A indefinit.
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9.6. Megjegyzés. • Ha a főminorok egy darabig pozitívak, utána pedig nullák, abból nem következik,
hogy A pozitív szemidefinit.

• Például A =

(
0 1
1 0

)
esetén det(A1) = 0, det(A2) = −1 < 0, így A indefinit.

9.7. Tétel (Lokális szélsőérték szükséges feltétele). Legyen f : Rd ↠ R differenciálható a-ban. Ha f-nek
a-ban lokális szélsőértéke van, akkor grad f(a) = 0.

Bizonyítás. Legyen g(t) = f(a + t(x − a)) tetszőleges x ∈ Rd esetén. Ekkor g-nek t = 0-ban lokális
szélsőértéke van, ezért g′(0) = 0. Viszont

g′(0) = grad f(a) · (x− a)

Mivel ez minden x ∈ Rd-re teljesül, ezért akkor is, ha x− a = grad f(a) . Az egyedüli vektor pedig, ami
merőleges önmagára, az a nullvektor, vagyis grad f(a) = 0

9.8. Tétel (A lokális szélsőérték elégséges feltétele). Legyen f : D ⊂ Rd → R kétszer differenciálható az
a pont egy környezetében, és f ′(a) = 0. Ekkor:

(a) Ha f ′′(a) pozitív definit, akkor f-nek lokális minimuma van a-ban.
(b) Ha f ′′(a) negatív definit, akkor f -nek lokális maximuma van a-ban.
(c) Ha f ′′(a) indefinit, akkor nincs lokális szélsőérték a-ban.

Bizonyítás. Az (a), (b), (c) esetek hasonlóan kezelhetők. Használjuk f Taylor-közelítését Lagrange-féle
maradéktaggal:

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
(x− a)T f ′′(x∗)(x− a),

ahol x∗ az a és x közötti szakaszon van.
Mivel f ′(a) = 0, ezért

f(x)− f(a) =
1

2
(x− a)T f ′′(x∗)(x− a).

Írjuk át:

f(x)− f(a) =
∥x− a∥2

2

[
(x− a)T

∥x− a∥
f ′′(a)

x− a

∥x− a∥
+

(x− a)T

∥x− a∥
(f ′′(x∗)− f ′′(a))

x− a

∥x− a∥

]
.

A második tag 0-hoz tart, ha x → a.
Legyen

g(h) = hT f ′′(a)h a {h : ∥h∥ = 1} halmazon.

Ekkor g folytonos és pozitív, tehát felveszi a maximumát és a minimumát, vagyis

∃δ > 0 : g(h) ≥ δ ∀∥h∥ = 1.

Ezért kis ∥x− a∥ esetén:
f(x)− f(a) > 0,

tehát a lokális minimum.

9.9. Tétel. Legyen f : R2 ↠ R kétszer folytonosan differenciálható (a, b) egy környezetében, és tegyük
fel, hogy f ′

x(a, b) = f ′
y(a, b) = 0. Ekkor:

(a) Ha det f ′′(a, b) > 0, akkor (a, b)-ben lokális szélsőérték van:

– f ′′
xx(a, b) > 0 esetén lokális minimum,

– f ′′
xx(a, b) < 0 esetén lokális maximum.

(b) Ha det f ′′(a, b) < 0, akkor (a, b)-ben nincs lokális szélsőérték (nyeregpont).
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9.10. Példa. f(x, y) = (x− 2y)ex−y2

lokális szélsőértékeinek keresése.
Először a stacionárius pontok:

f ′
x = ex−y2

+ (x− 2y)ex−y2

= ex−y2

(1 + x− 2y) = 0 =⇒ x− 2y = −1

f ′
y = −2yex−y2

+ (x− 2y) · (−2y)ex−y2

= −2yex−y2

− 2y(x− 2y)ex−y2

= −2yex−y2

(1 + x− 2y)

Vigyázat! Itt a második tagban az ex−y2

deriválásánál (−2y) szorzó jön be, de a szorzat miatt a helyes
derivált:

f ′
y = (x− 2y) · (−2y)ex−y2

= −2y(x− 2y)ex−y2

.

Ekkor f ′
y = 0 két eset: y = 0 vagy x− 2y = 0.

Az f ′
x = 0 feltétel: x− 2y = −1.

• Ha y = 0, akkor x = −1, de ex−y2

nem nulla, a stacionárius pont (−1, 0).
• Ha x− 2y = 0, akkor 0 = −1 lehetetlen.

Tehát az egyetlen stacionárius pont: (−1, 0).
Ellenőrizzük: x− 2y = −1 teljesül, y = 0 miatt x = −1. A pont (−1, 0).
Második deriváltak számolása:

f ′′
xx =

∂

∂x

(
ex−y2

+ (x− 2y)ex−y2
)
= ex−y2

+ ex−y2

+ (x− 2y)ex−y2

= ex−y2

(2 + x− 2y)

f ′′
yy =

∂

∂y

(
−2y(x− 2y)ex−y2

)
Számoljuk lépésenként: g(y) = −2y(x− 2y) = −2xy + 4y2, ekkor f ′

y = g(y)ex−y2

.

f ′′
yy = g′(y)ex−y2

+ g(y)ex−y2

· (−2y)

g′(y) = −2x+ 8y. Behelyettesítve (−1, 0)-ba: x = −1, y = 0, x− 2y = −1, ex−y2

= e−1.

f ′′
xx = e−1(2− 1) = e−1 > 0

g(0) = −2(−1) · 0 + 0 = 0, g′(0) = −2(−1) + 0 = 2

f ′′
yy = 2 · e−1 + 0 = 2e−1 > 0

f ′′
xy =

∂

∂y

(
ex−y2

(1 + x− 2y)
)
= ex−y2

(−2y)(1 + x− 2y) + ex−y2

(−2) = −2ex−y2(
y(1 + x− 2y) + 1

)
(−1, 0)-ban: f ′′

xy = −2e−1(0 + 1) = −2e−1.
A Hesse-mátrix determinánsa:

det = f ′′
xxf

′′
yy − (f ′′

xy)
2 = e−1 · 2e−1 − (−2e−1)2 = 2e−2 − 4e−2 = −2e−2 < 0.

Mivel a determináns negatív, a (−1, 0) pontban nyeregpont van, nincs lokális szélsőérték.

9.11. Példa. f(x, y) = x3 − y3 + 3xy lokális szélsőértékei.
Stacionárius pontok:

f ′
x = 3x2 + 3y = 0 =⇒ y = −x2

f ′
y = −3y2 + 3x = 0 =⇒ x = y2

Behelyettesítve: x = (−x2)2 = x4 =⇒ x(x3 − 1) = 0, így x = 0 vagy x = 1.

• x = 0: y = 0 =⇒ (0, 0)
• x = 1: y = −1 =⇒ (1,−1)

Második deriváltak:
f ′′
xx = 6x, f ′′

xy = 3, f ′′
yy = −6y

(0, 0)-ban: f ′′
xx = 0, f ′′

xy = 3, f ′′
yy = 0, det f ′′ = −9 < 0, így nyeregpont.

(1,−1)-ben: f ′′
xx = 6, f ′′

xy = 3, f ′′
yy = 6, det f ′′ = 36 − 9 = 27 > 0, és f ′′

xx > 0, így lokális minimum
van.
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9.2. Tartományi szélsőérték keresés
Legyen F ⊆ Rd korlátos, zárt halmaz, f : F → R folytonos függvény. Ekkor f felveszi maximumát és
minimumát F -en. Ha a szélsőérték F belső pontjában van, akkor grad f = 0. Ha a szélsőérték F határára
esik, akkor d− 1 változós feladattá egyszerűsödik.

9.12. Példa. f(x, y) = (4− x2 − y2)x2 szélsőértékei az F = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4} halmazon.
Belső pontokban: grad f = 0:

f ′
x = −4x3 + 2x(4− x2 − y2) = 2x(4− 2x2 − y2) = 0

f ′
y = −2x2y = 0

A f ′
y = 0 alapján vagy x = 0, vagy y = 0.

x = 0 eset: f(0, y) = 0, a (0, y) pontok mind stacionáriusak, de a függvényérték 0. A f ′
x = 0 automa-

tikusan teljesül, mert x = 0.
y = 0, x ̸= 0 eset: ekkor f ′

x = 2x(4 − 2x2) = 0 =⇒ 4 − 2x2 = 0 =⇒ x2 = 2 =⇒ x = ±
√
2. A

pontok: (
√
2, 0) és (−

√
2, 0), ahol f = (4− 2) · 2 = 4.

4− 2x2 − y2 = 0 eset: a f ′
y = −2x2y = 0 miatt vagy x = 0 (ez már volt) vagy y = 0 (ekkor 4− 2x2 =

0 =⇒ x = ±
√
2, ez is volt).

A határon (x2 + y2 = 4): f = (4− 4)x2 = 0.
Tehát a maximum f = 4 a (±

√
2, 0) pontokban, a minimum f = 0 (az origóban, a határon és a teljes

x = 0 egyenesen). Az origóban f(0, 0) = 0, de ott nincs szélsőérték (mert van körülötte pozitív és nulla
érték is).

9.13. Példa. A z = 5− 2x2 − y2 elliptikus paraboloidot az z = 0 síkkal elmetszve kapott részbe írjuk a
legnagyobb térfogatú, tengelyekkel párhuzamos élű téglatestet (az alsó lapja a síkban van). A téglatest
magassága h = 5− 2x2 − y2, a térfogat V = 4xy · h = 4xy(5− 2x2 − y2), ahol x, y ≥ 0 és 2x2 + y2 ≤ 5.
A 4-es szorzó a szimmetria miatt van (mind a négy síknegyedben ugyanakkora).

Legyen V
4 = f(x, y) = xy(5− 2x2 − y2). A belső pontokban (x > 0, y > 0):

f ′
x = y(5− 2x2 − y2) + xy(−4x) = y(5− 2x2 − y2 − 4x2) = y(5− 6x2 − y2) = 0

f ′
y = x(5− 2x2 − y2) + xy(−2y) = x(5− 2x2 − y2 − 2y2) = x(5− 2x2 − 3y2) = 0

Mivel x > 0, y > 0, a második egyenletből 5− 2x2 − 3y2 = 0 =⇒ 2x2 = 5− 3y2. Az első egyenletből
5− 6x2 − y2 = 0 =⇒ 5− 3(5− 3y2)− y2 = 5− 15+ 9y2 − y2 = −10+ 8y2 = 0 =⇒ y2 = 10

8 = 5
4 . Ekkor

y =
√
5
2 , és 2x2 = 5− 3 · 5

4 = 5− 15
4 = 5

4 =⇒ x2 = 5
8 =⇒ x =

√
5

2
√
2
.

A térfogat:

V = 4·
√
5

2
√
2
·
√
5

2
·
(
5− 2 · 5

8
− 5

4

)
= 4· 5

4
√
2
·
(
5− 5

4
− 5

4

)
=

5√
2
·
(
5− 10

4

)
=

5√
2
·
(
5− 5

2

)
=

5√
2
·5
2
=

25

2
√
2
≈ 8.84

A határon (ahol 2x2+y2 = 5 vagy x = 0 vagy y = 0) V = 0, így a talált belső pont adja a maximumot.

9.3. Feltételes szélsőérték
Keressük f(x, y) szélsőértékeit a g(x, y) = 0 feltétel mellett.

Tegyük fel, hogy a g(x, y) = 0 egyenletből y kifejezhető: y = φ(x), azaz g(x, φ(x)) ≡ 0. Ekkor

0 =
d

dx
g(x, φ(x)) = g′x(x, φ(x)) + g′y(x, Y (x)) · φ′(x)

=⇒ φ′(x) = −g′x(x, φ(x))

g′y(x, φ(x))

Ekkor
0 =

d

dx
f(x, φ(x)) = f ′

x + f ′
yφ

′ = f ′
x − f ′

y

g′x
g′y
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Azaz
f ′
x

g′x
=

f ′
y

g′y
=⇒ f ′

x = λg′x és f ′
y = λgy

Legyen
F (x, y) = f(x, y)− λg(x, y)

A szélsőérték szükséges feltétele:

F ′
x = f ′

x − λg′x = 0, F ′
y = f ′

y − λg′y = 0, g(x, y) = 0

9.14. Definíció. A λ számot Lagrange-multiplikátornak nevezzük.

9.15. Megjegyzés. Három változó esetén (d = 3), egy feltétel mellett (k = 1):

F ′
x = 0, F ′

y = 0, F ′
z = 0, g(x, y, z) = 0

négy egyenlet a négy ismeretlenre (x, y, z, λ).

9.16. Példa. Keressük f(x, y) = xy szélsőértékeit az x2 + y2 = 1 feltétel mellett!
Legyen g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0. Ekkor:

F (x, y, λ) = xy − λ(x2 + y2 − 1)

A szükséges feltételek:
F ′
x = y − 2λx = 0 =⇒ y = 2λx

F ′
y = x− 2λy = 0 =⇒ x = 2λy

x2 + y2 = 1

Az első két egyenletből: y = 2λx és x = 2λy = 2λ(2λx) = 4λ2x. Ha x ̸= 0, akkor 4λ2 = 1, azaz
λ = ± 1

2 . - λ = 1
2 esetén y = x, ekkor 2x2 = 1 =⇒ x = ± 1√

2
, y = ± 1√

2
. - λ = − 1

2 esetén y = −x,
ekkor 2x2 = 1 =⇒ x = ± 1√

2
, y = ∓ 1√

2
. Ha x = 0, akkor az első egyenletből y = 0, de ez nem teljesíti a

feltételt.
A lehetséges pontok:

(
1√
2
, 1√

2

)
,
(
− 1√

2
,− 1√

2

)
,
(

1√
2
,− 1√

2

)
,
(
− 1√

2
, 1√

2

)
. Az első kettőben f = 1

2

(maximum), a második kettőben f = − 1
2 (minimum).

9.17. Tétel (Feltételes szélsőérték szükséges feltétele). Legyen f : Rd → R, gi : Rd → R (i = 1, . . . , k)
folytonosan differenciálhatók az a ∈ Rd egy környezetében. Legyen

H =

k⋂
i=1

g−1
i (0) = {x ∈ Rd : gi(x) = 0, i = 1, . . . , k}.

Ha a ∈ Df ∩H olyan pont, hogy a g′i(a) (i = 1, . . . , k) lineárisan függetlenek Rd-ben, és f |H-nak a-ban
lokális szélsőértéke van, akkor

∃λi ∈ R (i = 1, . . . , k) (Lagrange-multiplikátorok), hogy f ′(a) =

k∑
i=1

λig
′
i(a).

9.18. Megjegyzés. A grad f(a) =
∑k

i=1 λi grad gi(a) feltétel d darab egyenletet ad (minden koordinátára
egyet), a gi(a) = 0 (i = 1, . . . , k) feltételek pedig k darab egyenletet. Összesen d + k egyenletünk van a
d+ k ismeretlenre (a1, . . . , ad és λ1, . . . , λk).

9.19. Példa. Keressük f(x, y, z) = xyz szélsőértékeit az

x2 + y2 + z2 = 1 és x+ y + z = 0

feltételek mellett!
Legyen g1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0, g2(x, y, z) = x+ y + z = 0. A Lagrange-függvény:

F (x, y, z, λ1, λ2) = xyz − λ1(x
2 + y2 + z2 − 1)− λ2(x+ y + z)
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A szükséges feltételek:
F ′
x = yz − 2λ1x− λ2 = 0 (1)

F ′
y = xz − 2λ1y − λ2 = 0 (2)

F ′
z = xy − 2λ1z − λ2 = 0 (3)

x2 + y2 + z2 = 1 (4)

x+ y + z = 0 (5)

Vonjuk ki (1)-ből (2)-t:

yz − xz − 2λ1(x− y) = 0 =⇒ z(y − x)− 2λ1(x− y) = (y − x)(z + 2λ1) = 0

Hasonlóan (2)-ből (3)-at kivonva:

(x− y)(z + 2λ1) = 0, (y − z)(x+ 2λ1) = 0

Esetek:

• Ha x = y, akkor (5)-ből z = −2x, (4)-ből 2x2 + 4x2 = 6x2 = 1 =⇒ x = ± 1√
6
. Ekkor a pontok:(

1√
6
, 1√

6
,− 2√

6

)
és
(
− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6

)
.

• Ha x = z, akkor hasonlóan y = −2x, x = ± 1√
6
:
(

1√
6
,− 2√

6
, 1√

6

)
,
(
− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6

)
.

• Ha y = z, akkor x = −2y, y = ± 1√
6
:
(
− 2√

6
, 1√

6
, 1√

6

)
,
(

2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6

)
.

A függvényértékek: - Az első típusban f = 1√
6
· 1√

6
·
(
− 2√

6

)
= − 2

6
√
6
= − 1

3
√
6

- A második típusban

f = 1√
6
·
(
− 2√

6

)
· 1√

6
= − 2

6
√
6
= − 1

3
√
6

- A harmadik típusban f =
(
− 2√

6

)
· 1√

6
· 1√

6
= − 2

6
√
6
= − 1

3
√
6

-

A negatív előjelű pontokban f = 1
3
√
6

(mínusz szor mínusz ad pluszt).
Tehát a maximum 1

3
√
6
, a minimum − 1

3
√
6
.

9.20. Tétel (Feltételes szélsőérték elégséges feltétele). Legyen f, g1, . . . , gk : Rd ↠ R kétszer folytonosan
differenciálható, a ∈ Rd olyan pont, ahol grad g1(a), . . . , grad gk(a) lineárisan függetlenek. Tegyük fel,
hogy léteznek λ1, . . . , λk ∈ R Lagrange-multiplikátorok, hogy az

F (x) = f(x)−
k∑

i=1

λigi(x)

függvényre gradF (a) = 0 teljesül.

(a) Ha minden h ̸= 0, h ⊥ grad gi(a) (i = 1, . . . , k) esetén h⊤F ′′(a)h > 0, akkor f -nek a-ban lokális
minimuma van a gi = 0 feltételek mellett.

(b) Ha minden h ̸= 0, h ⊥ grad gi(a) esetén h⊤F ′′(a)h < 0, akkor f -nek a-ban lokális maximuma van
a gi = 0 feltételek mellett.

9.21. Példa. Keressük f(x, y, z) = x + 2y + 3z szélsőértékeit az x2 + y2 = 2 és y + z = 1 feltételek
mellett!

Legyen g1(x, y, z) = x2 + y2 − 2 = 0, g2(x, y, z) = y + z − 1 = 0. A Lagrange-függvény:

F (x, y, z, λ1, λ2) = x+ 2y + 3z − λ1(x
2 + y2 − 2)− λ2(y + z − 1)

A szükséges feltételek:

F ′
x = 1− 2λ1x = 0 =⇒ x =

1

2λ1

F ′
y = 2− 2λ1y − λ2 = 0 =⇒ 2− 2λ1y − λ2 = 0

F ′
z = 3− λ2 = 0 =⇒ λ2 = 3

x2 + y2 = 2, y + z = 1
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Behelyettesítve λ2 = 3-at a második egyenletbe:

2− 2λ1y − 3 = 0 =⇒ −1− 2λ1y = 0 =⇒ y = − 1

2λ1

Ekkor x = 1
2λ1

, y = − 1
2λ1

. A feltételből:

x2 + y2 =
1

4λ2
1

+
1

4λ2
1

=
1

2λ2
1

= 2 =⇒ λ2
1 =

1

4
=⇒ λ1 = ±1

2

Két eset:

• λ1 = 1
2 : x = 1, y = −1, ekkor y + z = 1 =⇒ −1 + z = 1 =⇒ z = 2. A pont: (1,−1, 2),

f = 1− 2 + 6 = 5.
• λ1 = − 1

2 : x = −1, y = 1, ekkor y + z = 1 =⇒ 1 + z = 1 =⇒ z = 0. A pont: (−1, 1, 0),
f = −1 + 2 + 0 = 1.

Mivel a feltételi halmaz korlátos és zárt (ellipszis és sík metszete), f folytonos, így létezik maximum
és minimum. A maximum f = 5 a (1,−1, 2) pontban, a minimum f = 1 a (−1, 1, 0) pontban.

Az elégséges feltétel ellenőrzése:

F ′′(x, y, z) =

−2λ1 0 0
0 −2λ1 0
0 0 0


grad g1(a) = (2x, 2y, 0), grad g2(a) = (0, 1, 1). A h ⊥ grad gi(a) feltételek mellett ellenőrizhető, hogy
h⊤F ′′(a)h > 0 vagy < 0 a megfelelő pontokban.

9.22. Példa. Keressük f(x1, . . . , xd) = x1 · · ·xd szélsőértékeit az x1 + . . .+ xd = A > 0, x1, . . . , xd > 0
feltételek mellett!

Legyen g(x1, . . . , xd) = x1 + . . .+ xd −A = 0. A Lagrange-függvény:

F (x1, . . . , xd, λ) = x1 · · ·xd − λ(x1 + . . .+ xd −A)

A szükséges feltételek:

F ′
xi

=

d∏
j=1
j ̸=i

xj − λ = 0 (i = 1, . . . , d)

Minden i-re
∏
j ̸=i

xj = λ.

Ebből következik, hogy minden xi egyenlő, mert∏
j ̸=1

xj =
∏
j ̸=2

xj =⇒ x2 · · ·xd = x1x3 · · ·xd =⇒ x2 = x1

Hasonlóan x1 = x2 = . . . = xd. Jelölje x1 = x2 = . . . = xd = t.
A feltételből: d · t = A =⇒ t = A

d .
Ekkor f

(
A
d , . . . ,

A
d

)
=
(
A
d

)d a maximum (a számtani-mértani közép egyenlőtlenség miatt).
Mivel x1, . . . , xd > 0 és a halmaz zárt (a határon f = 0), a számtani-mértani közép egyenlőtlenség

szerint
x1 + . . .+ xd

d
≥ d

√
x1 · · ·xd =⇒ A

d
≥ d
√

f =⇒ f ≤
(
A

d

)d

Így a maximum értéke
(
A
d

)d, és ezt az x1 = . . . = xd = A
d pontban veszi fel.
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10. Implicit és inverz függvények

10.1. Implicit függvény tétel
10.1. Példa. Az f(x, y) = 0 egyenletből kifejezhető-e y mint x függvénye? Azaz létezik-e y = φ(x)
úgy, hogy f(x, φ(x)) ≡ 0? Be kell látnunk, hogy f(x, y1) = f(x, y2) ⇒ y1 = y2. Tegyük fel, hogy
f(x, y1) = f(x, y2). Ekkor

0 = f(x, y1)− f(x, y2) = (y1 − y2)f
′
y(x, c)

ahol c y1 és y2 között van (Lagrange-féle középértéktétel). Ha y1 ̸= y2, akkor f ′
y(x, c) = 0, vagyis f ′

y-nek
van gyöke. Tehát ahhoz, hogy y egyértelműen kifejezhető legyen, szükséges, hogy f ′

y ̸= 0.
Ha feltesszük, hogy f és φ deriválható, akkor 0 = f(x, φ(x)) =⇒ 0 = d

dxf(x, φ(x)) = f ′
x+f ′

y(x, φ(x))·
φ(x) Ebből:

φ(x) = −f ′
x(x, φ(x))

f ′
y(x, φ(x))

Felmerül azonban a kérdés: az

f1(x, y1, . . . yk) = 0

f2(x, y1, . . . yk) = 0

...
fk(x, y1, . . . yk) = 0

Egyenletekből hogy lehet a megfelelő y függvényeket kifejezni? És mi lesz ezeknek az implicit függvé-
nyeknek a gradiense?

10.2. Tétel (Implicit módon megadott függvény tétele). Legyen f : Rd ×Rk → Rk folytonosan differen-
ciálható, f = f(x, y), ahol x ∈ Rd, y ∈ Rk.

Legyen (a, b) ∈ Df olyan, hogy
f(a, b) = 0

és
detDyf(a, b) ̸= 0,

ahol

Dyf(a, b) =

∂y1
f1(a, b) · · · ∂yk

f1(a, b)
...

. . .
...

∂y1fk(a, b) · · · ∂yk
fk(a, b)

 .

Ekkor léteznek K(a) ⊂ Rd, K(b) ⊂ Rk környezetek és egy φ : K(a) → K(b) függvény, hogy

f(x, φ(x)) = 0 (x ∈ K(a)),

és
φ(a) = b.

Továbbá φ differenciálható a-ban és

φ′(a) = −
(
Dyf(a, b)

)−1
Dxf(a, b).

10.3. Tétel (Speciális eset (k = 1)). Legyen f : Rd+1 → R folytonosan differenciálható, f = f(x, y),
ahol x ∈ Rd, y ∈ R.

Legyen (a, b) olyan, hogy
f(a, b) = 0 és ∂yf(a, b) ̸= 0.

Ekkor létezik φ : Rd → R (lokálisan), hogy

f(x, φ(x)) = 0, φ(a) = b,

és
∂iφ(a) = −∂xi

f(a, b)

∂yf(a, b)
, i = 1, . . . , d.
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10.4. Megjegyzés. Az összefüggés a láncszabályból következik:

0 = f(x, φ(x)).

Deriválva:
0 = ∂xi

f(x, φ(x)) + ∂yf(x, φ(x)) · ∂iφ(x).

10.5. Példa. Tekintsük a következő egyenletrendszert:{
x2 − yz = 0

3x2 − y − 2z = 0

Fejezzük ki y-t és z-t x függvényeként (y = y(x), z = z(x)) az (1, 1, 1) pont körül, ahol y(1) = 1, z(1) = 1.

Legyen f(x, y, z) =

(
x2 − yz

3x2 − y − 2z

)
, a = 1, b = (1, 1)⊤. Ellenőrizzük: f(1, 1, 1) =

(
1− 1

3− 1− 2

)
=(

0
0

)
, jó.

A (y, z) szerinti Jacobi-mátrix:
∂f

∂(y, z)
=

(
−z −y
−1 −2

)
Behelyettesítve (1, 1, 1)-be:

∂f

∂(y, z)
(1, 1, 1) =

(
−1 −1
−1 −2

)
Ennek determinánsa: (−1)(−2)− (−1)(−1) = 2− 1 = 1 ̸= 0, így az implicit függvény tétel szerint létezik
x környezetében egyértelmű (y(x), z(x)) függvénypár, amelyre f(x, y(x), z(x)) = 0.

A deriváltak számításához:

∂f

∂x
=

(
2x
6x

)
, (1, 1, 1)-ben:

(
2
6

)
.

A Jacobi-mátrix inverze: (
−1 −1
−1 −2

)−1

=
1

1

(
−2 1
1 −1

)
=

(
−2 1
1 −1

)
.

(
y′(1)
z′(1)

)
= −

(
−2 1
1 −1

)(
2
6

)
= −

(
(−2) · 2 + 1 · 6
1 · 2 + (−1) · 6

)
= −

(
−4 + 6
2− 6

)
= −

(
2
−4

)
=

(
−2
4

)
.

Tehát y′(1) = −2, z′(1) = 4.
A lineáris közelítés:

y(x) ≈ 1− 2(x− 1), z(x) ≈ 1 + 4(x− 1).

10.6. Példa. Oldjuk meg az alábbi egyenletrendszert u és v függvényekre:{
x2u+ y2v + z2 = 4

xyz + uvw = 4

Keressük u = u(x, y, z) és v = v(x, y, z) implicit függvényeket az (x, y, z) = (1, 2,−1) pont körül, ahol
u(1, 2,−1) = 1, v(1, 2,−1) = 1.

Legyen

f(x, y, z, u, v) =

(
x2u+ y2v + z2 − 4
xyz + uvw − 4

)
Ekkor f(1, 2,−1, 1, 1) = 0.

A (u, v) szerinti Jacobi-mátrix:
∂f

∂(u, v)
=

(
x2 y2

vz uz

)
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Behelyettesítve (1, 2,−1, 1, 1)-be:

∂f

∂(u, v)
(1, 2,−1, 1, 1) =

(
1 4
−1 −1

)
Ennek determinánsa: 1 · (−1)− 4 · (−1) = −1 + 4 = 3 ̸= 0, így az implicit függvény tétel szerint létezik
(x, y, z) környezetében egyértelmű (u(x, y, z), v(x, y, z)) függvénypár.

A deriváltak kiszámításához használjuk az implicit függvény tétel képletét:(
ux uy uz

vx vy vz

)
= −

(
∂f

∂(u, v)

)−1

·

(
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

)
Számítsuk ki a parciális deriváltakat az (1, 2,−1, 1, 1) pontban:

∂f1
∂x

= 2xu = 2 · 1 · 1 = 2,
∂f1
∂y

= 2yv = 2 · 2 · 1 = 4,
∂f1
∂z

= 2z = −2

∂f2
∂x

= yz = 2 · (−1) = −2,
∂f2
∂y

= xz = 1 · (−1) = −1,
∂f2
∂z

= xy = 1 · 2 = 2

Tehát (
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

)
=

(
2 4 −2
−2 −1 2

)
Az inverz mátrix:(

∂f

∂(u, v)

)−1

=

(
1 4
−1 −1

)−1

=
1

3

(
−1 −4
1 1

)
=

(
− 1

3 − 4
3

1
3

1
3

)

Így a deriváltmátrix: (
ux uy uz

vx vy vz

)
= −

(
− 1

3 − 4
3

1
3

1
3

)
·
(

2 4 −2
−2 −1 2

)
Elvégezve a szorzást:

ux = −
(
−1

3
· 2 +−4

3
· (−2)

)
= −

(
−2

3
+

8

3

)
= −6

3
= −2

uy = −
(
−1

3
· 4 +−4

3
· (−1)

)
= −

(
−4

3
+

4

3

)
= 0

uz = −
(
−1

3
· (−2) +−4

3
· 2
)

= −
(
2

3
− 8

3

)
= −

(
−6

3

)
= 2

vx = −
(
1

3
· 2 + 1

3
· (−2)

)
= −

(
2

3
− 2

3

)
= 0

vy = −
(
1

3
· 4 + 1

3
· (−1)

)
= −

(
4

3
− 1

3

)
= −3

3
= −1

vz = −
(
1

3
· (−2) +

1

3
· 2
)

= −
(
−2

3
+

2

3

)
= 0

Tehát a deriváltak:

ux(1, 2,−1) = −2, uy(1, 2,−1) = 0, uz(1, 2,−1) = 2

vx(1, 2,−1) = 0, vy(1, 2,−1) = −1, vz(1, 2,−1) = 0

A lineáris közelítés a (1, 2,−1) pont körül:

u(x, y, z) ≈ 1− 2(x− 1) + 0 · (y − 2) + 2(z + 1) = 1− 2x+ 2 + 2z + 2 = 5− 2x+ 2z

v(x, y, z) ≈ 1 + 0 · (x− 1)− (y − 2) + 0 · (z + 1) = 1− y + 2 = 3− y
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10.2. Inverz függvény tétel
10.7. Tétel (Inverzfüggvény tétel). Legyen f : Rd ↠ Rd, f = (f1, . . . , fd) folytonosan differenciálható,
és tegyük fel, hogy det f ′(a) ̸= 0. Ekkor létezik a ∈ Rd egy nyílt környezete U ⊆ Rd és f(a) egy nyílt
környezete V ⊆ Rd, hogy f |U : U → V bijekció, és f−1 : V → U differenciálható f(a)-ban, továbbá

(f−1)′(f(a)) = (f ′(a))
−1

.

10.8. Példa. f(x, y) = (x3 + xy + y2, y3 + xy + x2) függvény invertálható-e (1, 1) egy környezetében?

f ′(x, y) =

(
3x2 + y x+ 2y
y + 2x 3y2 + x

)
, f ′(1, 1) =

(
3 + 1 1 + 2
1 + 2 3 + 1

)
=

(
4 3
3 4

)
det f ′(1, 1) = 16− 9 = 7 ̸= 0

Mivel f(1, 1) = (1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1) = (3, 3), ezért

(f−1)′(3, 3) = f ′(1, 1)−1 =
1

7

(
4 −3
−3 4

)
.

10.9. Példa. f(x, y) = (x2 − y2, 2xy) függvény invertálható-e (2, 3) egy környezetében?

f ′(x, y) =

(
2x −2y
2y 2x

)
, f ′(2, 3) =

(
4 −6
6 4

)
det f ′(2, 3) = 16 + 36 = 52 ̸= 0

Mivel f(2, 3) = (4 − 9, 2 · 2 · 3) = (−5, 12), ezért f lokálisan invertálható (2, 3) körül. A (−5, 12) pont
körüli lineáris közelítés:

f−1(x, y) ≈ f−1(−5, 12) + (f−1)′(−5, 12)

(
x+ 5
y − 12

)
=

(
2
3

)
+

1
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(
4 6
−6 4

)(
x+ 5
y − 12

)
.

11. Többváltozós függvények integrálása

11.1. Riemann integrál téglalapon értelmezett valós függvényekre
Jelölje I = [a, b], J = [c, d], T = I × J .

11.1. Definíció. Legyen a = x0 < x1 < . . . < xp = b az [a, b] egy felosztása és c = y0 < y1 < . . . < yq = d
a [c, d] egy felosztása. Akkor a T = I × J téglalap egy felosztása

F = {x0, . . . , xp} × {y0, . . . , yq} = {(xi, yj) : 0 ≤ i ≤ p, 0 ≤ j ≤ q}.

Az F felosztásnál egy felosztási téglalap:

Tij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ], 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q.

11.2. Definíció. Legyen f : T → R korlátos függvény és F egy felosztása T -nek. Ekkor a felosztáshoz
tartozó alsó közelítő összeg:

sF f =

p∑
i=1

q∑
j=1

inf
(x,y)∈Tij

f(x, y) · |Tij |,

felső közelítő összeg:

SF f =

p∑
i=1

q∑
j=1

sup
(x,y)∈Tij

f(x, y) · |Tij |,

ahol |Tij | = (xi − xi−1)(yj − yj−1) a téglalap területe.

11.3. Tétel. Ha f : T → R korlátos függvény, akkor
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1. Tetszőleges F felosztásra sF f ≤ SF f .
2. Ha F1 ⊂ F2 (azaz F1 minden osztópontja F2-ben is osztópont), akkor

sF1
f ≤ sF2

f, SF1
f ≥ SF2

f.

3. Tetszőleges F1, F2 felosztásokra sF1
f ≤ SF2

f .
4. A következő értékek léteznek:

f alsó integrálja:

∗

∫
T

f(x, y) d(x, y) = sup{sF f : F felosztása T -nek},

f felső integrálja:
∗
∫
T

f(x, y) d(x, y) = inf{SF f : F felosztása T -nek},

ezek véges értékek és

∗

∫
T

f ≤ ∗
∫
T

f

Bizonyítás. A bizonyítás menete ugyanaz, mint egyváltozós esetben.

11.4. Definíció. Ha ∗
∫
T
f = ∗∫

T
f , akkor f integrálható T -n és∫

T

f(x, y) d(x, y) = ∗

∫
T

f = ∗
∫
T

f.

11.5. Definíció. Ha F egy felosztása T -nek, akkor F finomsága:

δ(F ) = max{|Ti| : 1 ≤ n ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}

A kétváltozós finomság:

δ̃(F ) = max

(
max
1≤i≤p

(xi − xi−1), max
1≤j≤q

(yj − yj−1)

)
,

azaz a legnagyobb felbontási téglalap oldala.

11.6. Tétel. a) ∀ϵ > 0 ∃δ > 0, hogy δ̃(F ) < δ ⇒ 0 ≤ ∗
∫
T
f − sF f < ϵ és 0 ≤ SF f − ∗∫

T
f < ϵ

b) Legyen (Fn) egy olyan felosztássorozat, hogy δ̃(Fn) → 0 (n → ∞), vagyis Fn egy minden határon
túl finomodó felosztássorozat. Ekkor

sFnf → ∗

∫
T

f, SFnf → ∗
∫
T

f.

Ha f integrálható, akkor

sFn
f →

∫
T

f és SFn
f →

∫
T

f.

Bizonyítás. A bizonyítás menete ugyanúgy megy, mint egyváltozós esetben.

11.7. Definíció. Legyen F a T egy felosztása. A felosztáshoz tartozó oszcillációs összeg:

ΩF f =

p∑
i=1

q∑
j=1

(
sup
Tij

f − inf
Tij

f

)
|Tij | = SF f − sF f.

11.8. Tétel. A korlátos f : T → R függvény akkor és csak akkor integrálható T -n, ha

∀ε > 0 ∃F felosztás : ΩF f < ε.

⇐⇒ bármely Fn minden határon tú finomodó felosztássorozatra ΩFnf → 0

⇐⇒ ∃Fn felosztássorozat, hogy ΩFnf → 0
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11.9. Definíció. az f : T → R grafikonja:

Gf = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ T} ⊂ R3

11.10. Tétel. Ha f : T → R folytonos, akkor integrálható.

Bizonyítás. Weierstrass tétele szerint f korlátos. Heine tétele szerint f egyenletesen folytonos, így elég
finom felosztás esetén a téglalapokon a függvény ingadozása kicsi, ezért ΩF f kicsi =⇒ f integrálható.

11.11. Tétel. Ha f(x, y) = g(x) · h(y), ahol g integrálható I-n, h integrálható J-n, akkor∫
I×J

f(x, y) d(x, y) =

∫
I

g(x) dx ·
∫
J

h(y) dy.

11.12. Példa. ∫
[0,1]×[−2,0]

xye3x+y2

d(x, y) =

∫ 1

0

xe3x dx ·
∫ 0

−2

yey
2

dy

∫ 1

0

xe3x dx =

[
xe3x

3

]1
0

−
∫ 1

0

e3x

3
dx =

e3

3
− e3 − 1

9
=

2e3 + 1

9∫ 0

−2

yey
2

dy =

[
1

2
ey

2

]0
−2

=
1

2
(1− e4)

∫
[0,1]×[−2,0]

xye3x+y2

d(x, y) =
2e3 + 1

9
· 1− e4

2
=

(2e3 + 1)(1− e4)

18

11.2. Fubini-tétel
11.13. Tétel (Fubini-tétel). Legyen T = [a, b]× [c, d], f : T → R integrálható. Ekkor

1. A

g∗(x) = ∗

∫ d

c

f(x, y) dy, g∗(x) = ∗
∫ d

c

f(x, y) dy

függvények integrálhatók [a, b]-n.
2. A

h∗(y) = ∗

∫ b

a

f(x, y) dx, h∗(y) = ∗
∫ b

a

f(x, y) dx

függvények integrálhatók [c, d]-n.
3. Továbbá ∫

T

f(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

(
∗

∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

(
∗
∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx

=

∫ d

c

(
∗

∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ d

c

(
∗
∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy.

11.14. Megjegyzés. Ha f folytonos T -n, akkor
∫
T
f d(x, y) =

∫ b

a
(
∫ d

c
f dy)dx =

∫ d

c
(
∫ b

a
f dx)dy.

11.15. Példa. Számítsuk ki a
∫
[0,1]×[0,1]

y cos(2xy) d(x, y) integrált a Fubini-tétel segítségével!

Először integráljunk x szerint:∫ 1

0

(∫ 1

0

y cos(2xy) dx

)
dy =

∫ 1

0

y

(∫ 1

0

cos(2xy) dx

)
dy

=

∫ 1

0

y

[
sin(2xy)

2y

]1
x=0

dy =

∫ 1

0

sin(2y)

2
dy =

[
−cos(2y)

4

]1
0

=
1− cos 2

4
.
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Most integráljunk y szerint:∫ 1

0

(∫ 1

0

y cos(2xy) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

y cos(2xy) dy

)
dx

Belső integrál parciális integrálással (u = y, v′ = cos(2xy)):∫ 1

0

y cos(2xy) dy =

[
y sin(2xy)

2x

]1
0

−
∫ 1

0

sin(2xy)

2x
dy =

sin(2x)

2x
+

[
cos(2xy)

4x2

]1
0

=
sin(2x)

2x
+

cos(2x)− 1

4x2

Ezt x szerint integrálni nehéz, de mivel a Fubini-tétel szerint a két sorrend egyenlő, az első számolás adja
a helyes eredményt: 1−cos 2

4 .

11.16. Definíció. Legyen F ⊆ R2 korlátos halmaz, f : F → R korlátos függvény. Legyen T = [a, b]×[c, d]
olyan téglalap, hogy F ⊆ T , és definiáljuk

g(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ F

0, (x, y) ∈ T \ F

Ha g integrálható T -n, akkor azt mondjuk, hogy f integrálható F -en, és∫
F

f(x, y) d(x, y) =

∫
T

g(x, y) d(x, y).

11.17. Definíció (Normáltartomány). a) Ha F normáltartomány x irányban, azaz

F = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x)},

ahol c(x), d(x) folytonos függvények [a, b]-n, akkor∫
F

f(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

(∫ d(x)

c(x)

f(x, y) dy

)
dx.

x

y

y = d(x)

y = c(x)

a b

b) Ha F normáltartomány y irányban, azaz

F = {(x, y) : c ≤ y ≤ d, a(y) ≤ x ≤ b(y)},

ahol a(y), b(y) folytonos függvények [c, d]-n, akkor∫
F

f(x, y) d(x, y) =

∫ d

c

(∫ b(y)

a(y)

f(x, y) dx

)
dy.

x

y x = a(y)
x = b(y)

c

d
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11.3. Integrálok tulajdonságai
11.18. Tétel. Ha f, g : F → R integrálhatók, F ⊆ R2 korlátos, akkor

(a) c · f is integrálható, és
∫
F
c · f = c

∫
F
f .

(b) f ± g integrálható, és
∫
F
(f ± g) =

∫
F
f ±

∫
F
g.

(c) Ha f ≤ g F -en, akkor
∫
F
f ≤

∫
F
g.

(d) |f | integrálható, és
∣∣∫

F
f
∣∣ ≤ ∫

F
|f |.

11.19. Tétel. Ha F,G ⊆ R2 korlátos halmazok, F ∩G-nek nincs belső pontja, és f integrálható F -en és
G-n, akkor f integrálható F ∪G-n is, és∫

F∪G

f =

∫
F

f +

∫
G

f.

11.20. Példa. Számítsuk ki a
∫
F

x2

y2
d(x, y) integrált, ahol F az x = 2, y = x és y = 1

x görbék által

határolt korlátos tartomány!
A tartomány x irányban normáltartomány: 1 ≤ x ≤ 2, 1

x ≤ y ≤ x.∫
F

x2

y2
d(x, y) =

∫ 2

1

(∫ x

1/x

x2

y2
dy

)
dx =

∫ 2

1

x2

(∫ x

1/x

y−2 dy

)
dx

∫ x

1/x

y−2 dy =
[
−y−1

]x
1/x

= − 1

x
+ x = x− 1

x∫
F

x2

y2
d(x, y) =

∫ 2

1

x2

(
x− 1

x

)
dx =

∫ 2

1

(x3 − x) dx

=

[
x4

4
− x2

2

]2
1

=

(
16

4
− 4

2

)
−
(
1

4
− 1

2

)
= (4− 2)−

(
1

4
− 2

4

)
= 2−

(
−1

4

)
= 2 +

1

4
=

9

4

Tehát
∫
F

x2

y2
d(x, y) =

9

4
.

11.21. Példa. Számítsuk ki a
∫ 1

0

∫ 1

y2

ye−x2

dx dy integrált!

A tartomány: 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ 1. Cseréljük fel az integrálás sorrendjét: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√
x.∫ 1

0

∫ 1

y2

ye−x2

dx dy =

∫ 1

0

∫ √
x

0

ye−x2

dy dx =

∫ 1

0

e−x2

(∫ √
x

0

y dy

)
dx

∫ √
x

0

y dy =

[
y2

2

]√x

0

=
x

2∫ 1

0

x

2
e−x2

dx =
1

2

∫ 1

0

xe−x2

dx

Legyen t = x2, dt = 2x dx, azaz x dx = dt
2 .∫ 1

0

xe−x2

dx =

∫ 1

0

e−t dt

2
=

1

2

[
−e−t

]1
0
=

1

2
(1− e−1)

Tehát ∫ 1

0

∫ 1

y2

ye−x2

dx dy =
1

2
· 1
2
(1− e−1) =

1− e−1

4
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11.22. Példa. Számítsuk ki a
∫ 1

0

∫ 1

y2/3

y cos(x2) dx dy integrált!

A tartomány: 0 ≤ y ≤ 1, y2/3 ≤ x ≤ 1 =⇒ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x3/2.∫ 1

0

∫ 1

y2/3

y cos(x2) dx dy =

∫ 1

0

∫ x3/2

0

y cos(x2) dy dx =

∫ 1

0

cos(x2)

(∫ x3/2

0

y dy

)
dx

∫ x3/2

0

y dy =

[
y2

2

]x3/2

0

=
x3

2∫ 1

0

x3

2
cos(x2) dx =

1

2

∫ 1

0

x3 cos(x2) dx

Legyen t = x2, dt = 2x dx, azaz x dx = dt
2 , x3 dx = x2 · x dx = t · dt

2 .∫ 1

0

x3 cos(x2) dx =

∫ 1

0

t

2
cos t dt =

1

2

∫ 1

0

t cos t dt

Parciális integrálással:
∫
t cos t dt = t sin t+ cos t+ C.∫ 1

0

t cos t dt = [t sin t+ cos t]
1
0 = (sin 1 + cos 1)− (0 + 1) = sin 1 + cos 1− 1

Tehát ∫ 1

0

x3 cos(x2) dx =
1

2
(sin 1 + cos 1− 1)

∫ 1

0

∫ 1

y2/3

y cos(x2) dx dy =
1

2
· 1
2
(sin 1 + cos 1− 1) =

sin 1 + cos 1− 1

4

11.4. Terület és kettős integrál
11.23. Definíció. Legyen F ⊆ R2 korlátos halmaz, és tegyük fel, hogy a f ≡ 1 konstansfüggvény
integrálható F -en. Ekkor az F halmaz területe:

|F | =
∫
F

1 d(x, y) =

∫
F

d(x, y).

11.24. Példa. Határozzuk meg az y = x2 és y =
√
x görbék által határolt korlátos tartomány területét!

A két görbe metszéspontjai: x2 =
√
x =⇒ x4 = x =⇒ x(x3 − 1) = 0, tehát x = 0 vagy x = 1. A

tartomány x irányban normáltartomány: 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤
√
x.

|F | =
∫ 1

0

(∫ √
x

x2

1 dy

)
dx =

∫ 1

0

(√
x− x2

)
dx =

[
2

3
x3/2 − x3

3

]1
0

=
2

3
− 1

3
=

1

3
.

11.25. Példa. Számítsuk ki az
∫ 1

0

∫ 1

x2

y dy dx integrált!

∫ 1

0

∫ 1

x2

y dy dx =

∫ 1

0

[
y2

2

]1
y=x2

dx =

∫ 1

0

(
1

2
− x4

2

)
dx =

1

2

[
x− x5

5

]1
0

=
1

2

(
1− 1

5

)
=

2

5
.

11.26. Példa. Számítsuk ki az
∫ 1

0

∫ √
x

x

x

y
dy dx integrált!∫ 1

0

∫ √
x

x

x

y
dy dx =

∫ 1

0

x

(∫ √
x

x

1

y
dy

)
dx =

∫ 1

0

x [ln y]
√
x

x dx =

∫ 1

0

x
(
ln

√
x− lnx

)
dx

=

∫ 1

0

x

(
1

2
lnx− lnx

)
dx =

∫ 1

0

x

(
−1

2
lnx

)
dx = −1

2

∫ 1

0

x lnx dx.

Ismert, hogy
∫ 1

0
x lnx dx = −1

4 , így az integrál értéke − 1
2 ·
(
− 1

4

)
= 1

8 .
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11.5. Helyettesítéses integrálás kettős integrálra
11.27. Tétel (Helyettesítéses integrálás). Legyen A,B ⊆ R2 nyílt, korlátos halmazok, és tegyük fel, hogy

• f : B → R integrálható,
• φ : A → B kölcsönösen egyértelmű bijekció, φ folytonosan differenciálható A-n.

Ekkor ∫
B

f(x, y) d(x, y) =

∫
A

f
(
φ(u, v)1, φ(u, v)2

) ∣∣detφ′(u, v)
∣∣ d(u, v).

11.28. Megjegyzés. Ha φ monoton növő, akkor a helyettesítéses integrálformulából:∫ φ(β)

φ(α)

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Ha viszont φ monoton csökkenő, akkor∫ φ(β)

φ(α)

f(x) dx = −
∫ φ(α)

φ(β)

f(x) dx,

miközben φ′(t) < 0 minden t ∈ (α, β) esetén.
Ezért a két eset egységesen így írható:∫

φ((α,β))

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t)) |φ′(t)| dt.

11.6. Polárkoordinátás helyettesítés
Speciális esetben válasszuk a polárkoordináta-transzformációt:

x = r cosφ, y = r sinφ, Φ(r, φ) = (r cosφ, r sinφ).

A deriváltmátrix és Jacobi-determináns:

Φ′(r, φ) =

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
, detΦ′(r, φ) = r cos2 φ+ r sin2 φ = r.

Tehát polárkoordinátákban:
d(x, y) = r d(r, φ).

11.29. Példa (Körlap területe). Legyen B = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2} és A = [0, R]× [0, 2π].

|B| =
∫
B

1 d(x, y) =

∫ 2π

0

∫ R

0

r dr dφ =

∫ 2π

0

[
r2

2

]R
0

dφ =

∫ 2π

0

R2

2
dφ = πR2.

11.30. Példa. Legyen T = {(x, y) : 1 < x2 + y2 < 4, x > 0} (félkörgyűrű). Számítsuk ki az∫
T

xy

x2 + y2
d(x, y)

integrált!
Polárkoordinátákban: x = r cosφ, y = r sinφ, x2 + y2 = r2, d(x, y) = r dr dφ. A tartomány:

1 ≤ r ≤ 2, −π
2 ≤ φ ≤ π

2 (mert x > 0).∫
T

xy

x2 + y2
d(x, y) =

∫ π/2

−π/2

∫ 2

1

r2 cosφ sinφ

r2
· r dr dφ =

∫ π/2

−π/2

cosφ sinφdφ ·
∫ 2

1

r dr.

∫ 2

1

r dr =

[
r2

2

]2
1

=
4

2
− 1

2
=

3

2
.

∫ π/2

−π/2

cosφ sinφdφ =

[
sin2 φ

2

]π/2
−π/2

= 0.

Tehát az integrál értéke 0.
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11.31. Példa. Számítsuk ki az
∫
T

(x2 + y2) d(x, y) integrált, ahol T = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}!

Polárkoordinátákban: x2 + y2 = r2, d(x, y) = r dr dφ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π.

∫
T

(x2 + y2) d(x, y) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2 · r dr dφ =

∫ 2π

0

dφ ·
∫ 1

0

r3 dr = 2π ·
[
r4

4

]1
0

= 2π · 1
4
=

π

2
.

11.32. Példa. Legyen T az (x−1)2+y2 = 1 és (x−2)2+y2 = 4 körök között lévő tartomány. Számítsuk
ki
∫
T
xy d(x, y)-t!

A körök egyenletei: (x − 1)2 + y2 = 1, azaz x2 − 2x + 1 + y2 = 1 =⇒ x2 + y2 = 2x, illetve
(x− 2)2 + y2 = 4, azaz x2 − 4x+ 4 + y2 = 4 =⇒ x2 + y2 = 4x.

Polárkoordinátákban: r2 = 2r cosφ =⇒ r = 2 cosφ (első kör), r2 = 4r cosφ =⇒ r = 4 cosφ
(második kör).

A tartomány: 2 cosφ ≤ r ≤ 4 cosφ, és −π
2 ≤ φ ≤ π

2 (a körök a jobb félsíkban vannak).

∫
T

xy d(x, y) =

∫ π/2

−π/2

∫ 4 cosφ

2 cosφ

(r cosφ)(r sinφ) · r dr dφ =

∫ π/2

−π/2

cosφ sinφ

(∫ 4 cosφ

2 cosφ

r3 dr

)
dφ.

∫ 4 cosφ

2 cosφ

r3 dr =

[
r4

4

]4 cosφ

2 cosφ

=
(4 cosφ)4 − (2 cosφ)4

4
=

256 cos4 φ− 16 cos4 φ

4
= 60 cos4 φ.

∫
T

xy d(x, y) = 60

∫ π/2

−π/2

cos5 φ sinφdφ.

A cos5 φ sinφ függvény páratlan a φ = 0-ra, az integrál 0.

11.33. Példa. Határozzuk meg az y = x, y = 4x, xy = 1 és xy = 4 görbék által határolt korlátos
tartomány területét!

Vezessük be az új változókat:
u = xy, v =

y

x
.

Ekkor a tartomány az (u, v)-síkban: 1 ≤ u ≤ 4, 1 ≤ v ≤ 4.
Fejezzük ki x-et és y-t u és v segítségével:

x =

√
u

v
, y =

√
uv.

A transzformáció Jacobi-mátrixa:

∂(x, y)

∂(u, v)
=

(
1

2
√
uv

−
√
u

2v3/2

1
2

√
v
u

1
2

√
u
v

)
.

A Jacobi-determináns:

det =
1

2
√
uv

· 1
2

√
u

v
−
(
−

√
u

2v3/2

)
· 1
2

√
v

u
=

1

4v
+

1

4v
=

1

2v
.

Tehát d(x, y) =
1

2v
d(u, v).

A tartomány területe:

|T | =
∫
T

d(x, y) =

∫ 4

u=1

∫ 4

v=1

1

2v
dv du =

∫ 4

1

du

2
·
∫ 4

1

dv

v
=
[u
2

]4
1
·[ln v]41 =

(
4

2
− 1

2

)
·(ln 4−0) =

3

2
·ln 4 = 3 ln 2.
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11.34. Példa. Számítsuk ki az
∫
T

x2y d(x, y) integrált, ahol

T =

{
(x, y) : x2 +

y2

4
≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}
.

Alkalmazzuk az általánosított polárkoordinátákat (ellipszis miatt):

x = r cosφ, y = 2r sinφ.

Ekkor x2 + y2

4 = r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ = r2 ≤ 1, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π
2 .

A Jacobi-determináns:

∂(x, y)

∂(r, φ)
= det

(
cosφ −r sinφ
2 sinφ 2r cosφ

)
= 2r cos2 φ+ 2r sin2 φ = 2r.

Az integrandus:
x2y = (r cosφ)2 · (2r sinφ) = 2r3 cos2 φ sinφ.

Tehát∫
T

x2y d(x, y) =

∫ π/2

0

∫ 1

0

2r3 cos2 φ sinφ · 2r dr dφ =

∫ π/2

0

cos2 φ sinφdφ ·
∫ 1

0

4r4 dr.

∫ π/2

0

cos2 φ sinφdφ =

[
−cos3 φ

3

]π/2
0

=

(
0 +

1

3

)
=

1

3
.

∫ 1

0

4r4 dr = 4 · 1
5
=

4

5
.

∫
T

x2y d(x, y) =
1

3
· 4
5
=

4

15
.

11.35. Példa. (Fubini-tétel ismételt integrálokra – téglalap esetén)∫
[a,b]×[c,d]

∂F

∂x
(x, y) d(x, y) =

∫ d

c

(∫ b

a

∂F

∂x
(x, y) dx

)
dy =

∫ d

c

(
F (b, y)− F (a, y)

)
dy.

Ez a Newton–Leibniz-formula kiterjesztése kettős integrálokra.

12. Többváltozós függvények integrálása d dimenzióban

12.1. Téglán való integrálás

Legyen Q =
∏d

i=1[ai, bi] = {(x1, . . . , xd) : ai ≤ xi ≤ bi} egy téglatest Rd-ben.
Minden i = 1, . . . , d esetén vegyünk egy felosztást [ai, bi]-n:

ai = xi,0 < xi,1 < . . . < xi,pi
= bi.

Ekkor Q egy felosztása:
F = {x1,0, . . . , x1,p1

} × . . .× {xd,0, . . . , xd,pd
}.

Az F felosztás egy felosztási téglája:

Qk = [x1,k1−1, x1,k1 ]× . . .× [xd,kd−1, xd,kd
],

ahol k = (k1, . . . , kd), 1 ≤ ki ≤ pi.
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12.1. Definíció. Legyen f : Q → R korlátos függvény, F a Q egy felosztása. Ekkor az F felosztáshoz
tartozó alsó közelítő összeg:

sF f =

p1∑
k1=1

· · ·
pd∑

kd=1

inf
Qk

f · |Qk|,

felső közelítő összeg:

SF f =

p1∑
k1=1

· · ·
pd∑

kd=1

sup
Qk

f · |Qk|,

ahol |Qk| =
∏d

i=1(xi,ki
− xi,ki−1) a téglatérfogat.

12.2. Tétel. Ha F1, F2 felosztások egy téglában, akkor:

sF1
f ≤ SF2

f

12.3. Definíció. A korlátos f : Q → R függvény alsó integrálja:

∗

∫
Q

f dx = sup{sF f : F felosztása Q-nak},

felső integrálja:
∗
∫
Q

f dx = inf{SF f : F felosztása Q-nak}.

12.4. Tétel. Tetszőleges korlátos f : Q → R függvényre ∗
∫
Q
f ≤ ∗∫

Q
f .

12.5. Definíció. Ha ∗
∫
Q
f = ∗∫

Q
f , akkor f integrálható Q-n, és∫

Q

f(x) dx = ∗

∫
Q

f = ∗
∫
Q

f.

12.6. Definíció. Legyen F a Q egy felosztása. Az F felosztáshoz tartozó oszcillációs összeg:

ΩF f = SF f − sF f =
∑

k1,...,kd

(
sup
Qk

f − inf
Qk

f

)
|Qk|.

12.7. Tétel. A korlátos f : Q → R függvény akkor és csak akkor integrálható Q-n, ha

∀ε > 0 ∃F felosztás : ΩF f < ε.

12.8. Tétel (Fubini-tétel d dimenzióban). Ha f : Q → R folytonos, akkor integrálható Q-n, és∫
Q

f(x) dx =

∫ bd

ad

· · ·
∫ b1

a1

f(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd,

12.9. Definíció (Integrálás korlátos halmazon). Legyen T ⊆ Rd korlátos halmaz, f : T → R korlátos
függvény és legyen Q egy tégla úgy, hogy T ⊆ Q, és definiáljuk

g(x) =

{
f(x), x ∈ T

0, x ∈ Q \ T

Ha g integrálható Q-n, akkor azt mondjuk, hogy f integrálható T -n, és∫
T

f(x) dx =

∫
Q

g(x) dx.

12.10. Definíció (Normáltartomány Rd-ben). Legyen T ⊆ Rd korlátos halmaz. Azt mondjuk, hogy T
normáltartomány az xd változóban, ha ∃T̃ ⊂ Rd−1 hogy:

T = {(x1, . . . , xd) : (x1, . . . , xd−1) ∈ T̃ , a(x1, . . . , xd−1) ≤ xd ≤ b(x1, . . . , xd−1)},

Ekkor ∫
T

f(x) dx =

∫
T̃

(∫ b(x1,...,xd−1)

a(x1,...,xd−1)

f(x1, . . . , xd−1, xd) dxd

)
d(x1 · · · dxd−1)
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12.11. Példa. Számítsuk ki a
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

x2y d(x, y, z) integrált!

A tartomány az egységgömb: x2 + y2 + z2 ≤ 1.
Először integráljunk z szerint:∫∫∫
x2+y2+z2≤1

x2y d(x, y, z) =

∫∫
x2+y2≤1

x2y

(∫ √
1−x2−y2

−
√

1−x2−y2

dz

)
d(x, y) =

∫∫
x2+y2≤1

x2y·2
√
1− x2 − y2 d(x, y).

Térjünk át polárkoordinátákra: x = r cosφ, y = r sinφ, d(x, y) = r dr dφ.∫∫∫
=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(r cosφ)2(r sinφ) · 2
√
1− r2 · r dr dφ = 2

∫ 2π

0

cos2 φ sinφdφ ·
∫ 1

0

r4
√
1− r2 dr.

Mivel
∫ 2π

0
cos2 φ sinφdφ = 0 (a sinφ függvény páratlan a [0, 2π] intervallumon), a teljes integrál

értéke 0.

12.12. Példa. Számítsuk ki a tetraéder térfogatát, amelyet az x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0 síkok
határolnak!

A tetraéder: x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1.

V =

∫∫∫
T

1 d(x, y, z) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

1 dz dy dx.

Belső integrál: ∫ 1−x−y

0

dz = 1− x− y.

Következő integrál:∫ 1−x

0

(1− x− y) dy =

[
(1− x)y − y2

2

]1−x

0

= (1− x)2 − (1− x)2

2
=

(1− x)2

2
.

Külső integrál:

V =

∫ 1

0

(1− x)2

2
dx =

1

2

[
− (1− x)3

3

]1
0

=
1

2
· 1
3
=

1

6
.

Tehát a tetraéder térfogata
1

6
.

12.13. Példa. Számítsuk ki a
∫∫∫

T

1

(1 + x+ y + z)3
d(x, y, z) integrált, ahol T az előző tetraéder (x, y, z ≥

0, x+ y + z ≤ 1)!

I =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

1

(1 + x+ y + z)3
dz dy dx.

Belső integrál:∫ 1−x−y

0

dz

(1 + x+ y + z)3
=

[
− 1

2(1 + x+ y + z)2

]1−x−y

z=0

= − 1

2(1 + x+ y + 1− x− y)2
+

1

2(1 + x+ y)2
= − 1

2 · 22
+

1

2(1 + x+ y)2
= −1

8
+

1

2(1 + x+ y)2
.

Következő integrál:∫ 1−x

0

(
−1

8
+

1

2(1 + x+ y)2

)
dy =

[
−y

8
− 1

2(1 + x+ y)

]1−x

y=0

= −1− x

8
− 1

2(1 + x+ 1− x)
+

1

2(1 + x)
= −1− x

8
−1

4
+

1

2(1 + x)
.

Külső integrál:

I =

∫ 1

0

(
−1− x

8
− 1

4
+

1

2(1 + x)

)
dx =

[
−
x− x2

2

8
− x

4
+

1

2
ln(1 + x)

]1
0

.
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Számoljuk ki: ∫ 1

0

−1− x

8
dx = −1

8

∫ 1

0

(1− x) dx = −1

8
· 1
2
= − 1

16
.∫ 1

0

−1

4
dx = −1

4
.∫ 1

0

1

2(1 + x)
dx =

1

2
ln 2.

Összeadva:
I = − 1

16
− 1

4
+

1

2
ln 2 = − 5

16
+

1

2
ln 2.

12.14. Tétel (Helyettesítéses integrálás 3 változóban). Legyen A,B ⊆ R3 nyílt, korlátos halmazok,
φ : A → B kölcsönösen egyértelmű és folytonosan differenciálható. Ha f : B → R integrálható, akkor∫

B

f(x) dx =

∫
A

f(φ(u, v, w))
∣∣detφ′(u, v, w)

∣∣ d(u, v, w).
12.2. Gömbi koordináták
Figyeljük az alábbi ábrát:

És használjuk a következő jelölést:
r = r, θ = α, φ = ϑ

Ekkor
r =

√
x2 + y2 + z2 ≥ 0, ϑ ∈ [0, π], α ∈ [0, 2π).

A transzformáció:
x = r sinϑ cosα, y = r sinϑ sinα, z = r cosϑ.

A Jacobi-mátrix:

φ′(r, ϑ, α) =

sinϑ cosα r cosϑ cosα −r sinϑ sinα
sinϑ sinα r cosϑ sinα r sinϑ cosα

cosϑ −r sinϑ 0

 .

A Jacobi-determináns:
detφ′(r, ϑ, α) = r2 sinϑ.

Tehát gömbi koordinátákban:
d(x, y, z) = r2 sinϑd(r, ϑ, α).
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12.15. Példa (Gömb térfogata). Legyen B = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ R2}. Ekkor

|B| =
∫
B

1 d(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

r2 sinϑdr dϑ dα.

∫ R

0

r2 dr =
R3

3
,

∫ π

0

sinϑdϑ = 2,

∫ 2π

0

dα = 2π.

|B| = R3

3
· 2 · 2π =

4πR3

3
.

12.16. Példa. Számítsuk ki a
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

x2y d(x, y, z) integrált gömbi koordinátákkal!

x = r sinϑ cosα, y = r sinϑ sinα, d(x, y, z) = r2 sinϑdr dϑ dα.∫∫∫
=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

(r sinϑ cosα)2(r sinϑ sinα) · r2 sinϑdr dϑ dα.

=

∫ 2π

0

cos2 α sinαdα ·
∫ π

0

sin4 ϑ dϑ ·
∫ 1

0

r5 dr.∫ 2π

0
cos2 α sinαdα = 0 (páratlan a sinα miatt), így a teljes integrál 0.

12.17. Példa. Számítsuk ki a
∫∫∫

x2+y2+z2≤4

1 d(x, y, z) integrált gömbi koordinátákkal!

∫∫∫
=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2

0

r2 sinϑdr dϑ dα =

∫ 2π

0

dα ·
∫ π

0

sinϑdϑ ·
∫ 2

0

r2 dr = 2π · 2 · 8
3
=

32π

3
.

12.18. Példa (Ellipszoid térfogata). Legyen B =
{
(x, y, z) : x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1
}

. Vezessük be a transz-
formációt:

x = ar sinϑ cosα, y = br sinϑ sinα, z = cr cosϑ.

A Jacobi-determináns: |detφ′| = abc · r2 sinϑ.

|B| =
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

abc r2 sinϑdr dϑ dα = abc · 1
3
· 2 · 2π =

4π

3
abc.

12.19. Példa. Határozzuk meg a z =
√
8− x2 − y2 (felgömb) és z =

√
x2 + y2 (kúp) által határolt

korlátos test térfogatát!
A metszés:

√
8− x2 − y2 =

√
x2 + y2 =⇒ 8− r2 = r2 =⇒ r2 = 4, azaz r = 2.

A test térfogata:

V =

∫∫
x2+y2≤4

(√
8− x2 − y2 −

√
x2 + y2

)
d(x, y).

Polárkoordinátákban:

V =

∫ 2π

0

∫ 2

0

(√
8− r2 − r

)
r dr dα = 2π

∫ 2

0

(
r
√
8− r2 − r2

)
dr.

∫ 2

0

r
√
8− r2 dr =

[
−1

3
(8− r2)3/2

]2
0

= −1

3
(8− 4)3/2 +

1

3
(8)3/2 = −1

3
· 8 + 1

3
· 16

√
2 =

16
√
2− 8

3
.

∫ 2

0

r2 dr =
8

3
.

V = 2π

(
16
√
2− 8

3
− 8

3

)
= 2π · 16

√
2− 16

3
=

32π

3
(
√
2− 1).
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12.3. Példák térfogatszámításra
12.20. Példa. Határozzuk meg a következő felületek által határolt test térfogatát:

x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 − x = 0.

A második felület egy henger:
(
x− 1

2

)2
+ y2 = 1

4 .
A test szimmetrikus az xy-síkra, ezért a térfogat:

|V | =
∫∫

(x− 1
2 )

2
+y2≤ 1

4

2
√

1− x2 − y2 d(x, y).

Térjünk át polárkoordinátákra: x = r cosα, y = r sinα. A henger egyenlete:

r2 − r cosα = 0 =⇒ r = cosα
(
−π

2
≤ α ≤ π

2

)
.

|V | =
∫ π/2

−π/2

∫ cosα

0

2
√

1− r2 r dr dα.

Belső integrál:∫ cosα

0

2r
√
1− r2 dr =

[
−2

3
(1− r2)3/2

]cosα
0

=
2

3

(
1− (1− cos2 α)3/2

)
=

2

3

(
1− | sinα|3

)
.

Mivel a függvény páros [−π/2, π/2]-n:

|V | = 4

3

∫ π/2

0

(
1− sin3 α

)
dα.

∫ π/2

0

sin3 αdα =

∫ π/2

0

sinα (1− cos2 α) dα =

[
− cosα+

cos3 α

3

]π/2
0

= 1− 1

3
=

2

3
.

∫ π/2

0

1 dα =
π

2
.

|V | = 4

3

(
π

2
− 2

3

)
=

4

3
· π
2
− 4

3
· 2
3
=

2π

3
− 8

9
.

12.21. Példa. Határozzuk meg a következő tartomány térfogatát:

1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4,

√
x2 + y2√

3
≤ z ≤

√
x2 + y2.

Térjünk át gömbi koordinátákra:

x = r sin v cosφ, y = r sin v sinφ, z = r cos v.

Ekkor x2 + y2 = r2 sin2 v,
√

x2 + y2 = r sin v.
A feltételek:

r sin v√
3

≤ r cos v ≤ r sin v =⇒ sin v√
3

≤ cos v ≤ sin v.

cos v ≤ sin v esetén 1 ≤ tg v, azaz v ≥ π/4. sin v√
3

≤ cos v esetén tg v ≤
√
3, azaz v ≤ π/3.

Tehát v ∈ [π/4, π/3]. Továbbá r ∈ [1, 2], φ ∈ [0, 2π].
A térfogat gömbi koordinátákban (dV = r2 sin v dr dv dφ):

|V | =
∫ 2π

0

∫ π/3

π/4

∫ 2

1

r2 sin v dr dv dφ.
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|V | =
∫ 2π

0

dφ ·
∫ π/3

π/4

sin v dv ·
∫ 2

1

r2 dr.

∫ 2π

0

dφ = 2π,

∫ 2

1

r2 dr =

[
r3

3

]2
1

=
8

3
− 1

3
=

7

3
.

∫ π/3

π/4

sin v dv = [− cos v]
π/3
π/4 = −1

2
+

√
2

2
=

√
2− 1

2
.

|V | = 2π · 7
3
·
√
2− 1

2
=

7π

3
(
√
2− 1).

13. Görbe menti integrál

13.1. Skalértékű görbe menti ntegrál
13.1. Definíció. Egy φ : [α, β] → Rd függvény szakaszonként differenciálható, ha létezik α =
α0 < α1 < . . . < αk = β úgy, hogy φ folytonosan differenciálható [αi−1, αi]-n (i = 1, . . . , k). Az
L = φ([α, β]) ⊂ Rd halmazt görbének nevezzük. A φ a görbének egy szakaszonként differenciálható
paraméterezése, ha L minden pontjához csak egy t tartozik (de φ(α) = φ(β) megengedett – ilyenkor a
görbe zárt).

13.2. Tétel. Ha φ : [α, β] → Rd szakaszonként differenciálható paraméterezése az L = φ([α, β]) görbének,
akkor az L ívhossza

|L| =
∫ β

α

|φ̇(t)| dt.

Az ívhossz független a paraméterezés választásától.

13.3. Definíció. Legyen U ⊂ Rd nyílt halmaz, f : U → R folytonos, L ⊂ U görbe, és φ egy szakaszonként
differenciálható paraméterezése L-nek. Az ∫

L

f(r) |dr|

(skalár értékű görbe menti integrál) közelítő összegei az F = {t0 = α < t1 < . . . < tp = β} felosztás
esetén:

sF f =

p∑
i=1

inf
φ([ti−1,ti])

f · |φ(ti)− φ(ti−1)|, SF f =

p∑
i=1

sup
φ([ti−1,ti])

f · |φ(ti)− φ(ti−1)|.

13.4. Tétel. Legyen U ⊆ Rd nyílt, f : U → R folytonos, L ⊂ U görbe, φ : [α, β] → Rd egy szakaszonként
differenciálható paraméterezése L-nek. Ekkor

∫
L
f(r) |dr| létezik, és∫

L

f(r) |dr| =
∫ β

α

f(φ(t)) |φ̇(t)| dt.

13.5. Példa. f ≡ 1 esetén
∫
L
1 |dr| = |L| (a görbe ívhossza).

13.6. Példa. f(x, y) = xy, φ(t) = (1− sin t, sin t), L = φ([0, π/2]).

φ̇(t) = (− cos t, cos t), |φ̇(t)| =
√
cos2 t+ cos2 t =

√
2 cos t.∫

L

f(r) |dr| =
∫ π/2

0

f(φ(t)) |φ̇(t)| dt =
∫ π/2

0

(1− sin t) sin t ·
√
2 cos t dt.

=
√
2

∫ π/2

0

(sin t− sin2 t) cos t dt =
√
2

[
sin2 t

2
− sin3 t

3

]π/2
0

=
√
2

(
1

2
− 1

3

)
=

√
2

6
.
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13.7. Példa. Határozzuk meg az x2 = 3y és 2xy = 9z felületek metszésvonalának a 0 ≤ x ≤ 1 közé eső
szakaszának ívhosszát!

y =
x2

3
, z =

2xy

9
=

2x · x2

3

9
=

2x3

27
.

A görbe paraméterezése: r(x) =
(
x, x2

3 , 2x3

27

)
, 0 ≤ x ≤ 1.

ṙ(x) =

(
1,

2x

3
,
2x2

9

)
.

|ṙ(x)| =
√

1 +
4x2

9
+

4x4

81
=

√(
1 +

2x2

9

)2

= 1 +
2x2

9
.

|L| =
∫ 1

0

(
1 +

2x2

9

)
dx =

[
x+

2x3

27

]1
0

= 1 +
2

27
=

29

27
.

13.8. Példa. r(t) =
(
t2 − t3, 3t− t2, 4t3 − 2t2 − 6t

)
síkgörbe-e?

Akkor síkgörbe, ha létezik olyan ax + by + cz = d sík, amely tartalmazza a görbét. A konstansok
meghatározásához: a = 4c, a− b− 2c = 0, 3b = 6c =⇒ b = 2c. Ekkor 4x+ 2y + z = konstans.

13.9. Példa. r(t) =
(
1
2 sin 2t, sin

2 t, cos t
)
. Milyen nevezetes felületen van 3 dimenzióban?

x2 + y2 + z2 =
sin2 2t

4
+ sin4 t+ cos2 t = sin2 t cos2 t+ sin4 t+ cos2 t = sin2 t(cos2 t+ sin2 t) + cos2 t = 1.

Tehát a görbe az egységgömbön van.

13.2. Vektorértékű görbe menti integrál
13.10. Definíció. A φ : [α, β] → Rd paraméterezés sima, ha szakaszonként differenciálható. Az L ⊂ Rd

görbe sima, ha van sima paraméterezése.

13.11. Definíció. Az L ⊂ Rd görbe irányított, ha a pontjai között értelmezünk egy bejárási sorrendet.
Az irányításnak megfelelő paraméterezés olyan φ : [α, β] → L, ahol növő t esetén φ(t) az irányításnak
megfelelően halad az L görbén.

13.12. Példa. A (x− 1)2 + y2 = 4 körvonal paraméterezései:

x

y

(1, 0)

Pozitív irány (óramutató járásával ellentétes):{
x = 1 + 2 cos t

y = 2 sin t
0 ≤ t ≤ 2π

x

y

(1, 0)

Negatív irány (óramutató járásával
megegyező):{

x = 1 + 2 cos t

y = −2 sin t
0 ≤ t ≤ 2π

13.13. Definíció. Legyen U ⊂ Rd nyílt halmaz, f : U → Rd folytonos vektormező, L ⊂ U irányított
görbe, φ : [α, β] → L az irányításnak megfelelő sima paraméterezés. Legyen F = {t0 = α < t1 < . . . <
tp = β} a [α, β] egy felosztása, és ξi ∈ [ti−1, ti] tetszőleges. Az f(φ(ξi)) ·(φ(ti)−φ(ti−1)) (skaláris szorzat)
közelíti az f vektormező munkáját, miközben a görbén φ(ti−1)-ből φ(ti)-be megyünk.
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Ha a
p∑

i=1

f(φ(ξi)) · (φ(ti)− φ(ti−1))

mennyiségek a felosztás minden határon túli finomodásakor mindig ugyanahhoz a véges határértékhez
tartanak, akkor ezt a határértéket nevezzük f görbe menti integráljának L mentén és az alábbi módon
jelöljük: ∫

L

f dr

13.14. Tétel. Legyen U ⊂ Rd nyílt halmaz, f : U → Rd folytonos, L ⊂ U sima irányított görbe,
φ : [α, β] → L paraméterezéssel. Ekkor

∫
L
f dr létezik, és∫

L

f dr =

∫ β

α

f(φ(t)) · φ′(t) dt.

13.15. Példa. r(t) = (et cos t, et sin t, et)

(a) Rajta van-e az x2 + y2 = z2 felületen? x2 + y2 = e2t(cos2 t+ sin2 t) = e2t = z2, tehát igen. Ez egy
45◦-os félnyílásszögű, z tengely körüli forgáskúp.

(b) A görbe érintője a kúp megfelelő alkotójával ugyanakkora szöget zár be.

ṙ(t) =
(
et(cos t− sin t), et(sin t+ cos t), et

)
.

|ṙ(t)| = et
√

(cos t− sin t)2 + (sin t+ cos t)2 + 1 = et
√
2 + 1 =

√
3et.

|r(t)| =
√
e2t cos2 t+ e2t sin2 t+ e2t =

√
2et.

ṙ(t) · r(t)
|ṙ(t)| · |r(t)|

=
e2t
(
(cos t− sin t) cos t+ (sin t+ cos t) sin t+ 1

)
e2t

√
2
√
3

=
2√
6
=

√
2

3
= cosα.

13.16. Példa. Legyen f(x, y, z) = (2xy, 2z2, −x2−y2) és φ(t) = (sin t, cos t, −t), t ∈ [0, π]. Számítsuk
ki a görbe menti integrált! ∫

L

f dr =

∫ π

0

f(φ(t)) · φ′(t) dt

f(φ(t)) =
(
2 sin t cos t, 2t2, − sin2 t− cos2 t

)
=
(
2 sin t cos t, 2t2, −1

)
φ′(t) = (cos t, − sin t, −1)∫

L

f dr =

∫ π

0

(
2 sin t cos t · cos t+ 2t2 · (− sin t) + (−1) · (−1)

)
dt

=

∫ π

0

(
2 sin t cos2 t− 2t2 sin t+ 1

)
dt

=

∫ π

0

2 sin t cos2 t dt− 2

∫ π

0

t2 sin t dt+

∫ π

0

1 dt

∫ π

0

2 sin t cos2 t dt =

[
−2

3
cos3 t

]π
0

= −2

3
(−1)−

(
−2

3

)
=

4

3∫ π

0

1 dt = π

∫ π

0

t2 sin t dt =
[
−t2 cos t

]π
0
+

∫ π

0

2t cos t dt = π2 + [2t sin t]
π
0 −

∫ π

0

2 sin t dt = π2 − 2 [− cos t]
π
0 = π2 − 4

∫
L

f dr =
4

3
− 2(π2 − 4) + π =

4

3
− 2π2 + 8 + π =

28

3
− 2π2 + π
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13.17. Tétel (Newton–Leibniz-formula vektormezőkre). Legyen Ω ⊂ Rd nyílt halmaz, L ⊂ Ω sima
irányított görbe a-ból b-be, ϕ : Ω → R folytonosan differenciálható. Ekkor∫

L

ϕ′ dr = ϕ(b)− ϕ(a).

Bizonyítás.∫
L

ϕ′ dr =

∫ β

α

ϕ′(r(t)) · r′(t) dt =
∫ β

α

d

dt
ϕ(r(t)) dt = ϕ(r(β))− ϕ(r(α)) = ϕ(b)− ϕ(a).

13.18. Tétel (A görbe menti integrál tulajdonságai). Legyen U ⊆ Rd nyílt halmaz, f, g : U → Rd

folytonos vektormezők, L sima irányított görbe φ : [α, β] → L paraméterezéssel. Ekkor

(a)
∫
L
cf dr = c

∫
L
f dr,

∫
L
(f ± g) dr =

∫
L
f dr ±

∫
L
g dr (linearitás).

(b) Ha L∗ az L görbe ellentétes irányú bejárása, akkor∫
L∗

f dr = −
∫
L

f dr.

(c) Ha |f | ≤ M , akkor
∣∣∫

L
f dr

∣∣ ≤ M |L|.
(d) Ha L1, L2 ⊂ U sima irányított görbék, és L1 végpontja = L2 kezdőpontja, akkor L1 ∪ L2 sima

irányított görbe, és ∫
L1∪L2

f dr =

∫
L1

f dr +

∫
L2

f dr.

13.19. Definíció. Az F ⊂ Rd halmaz összefüggő, ha nem léteznek olyan U1, U2 ⊂ Rd nyílt halmazok,
hogy U1 ∩ U2 = ∅, U1 ∪ U2 ⊃ F , U1 ∩ F ̸= ∅, U2 ∩ F ̸= ∅.

13.20. Tétel. Az Ω ⊂ Rd nyílt halmaz összefüggő ⇐⇒ bármely két pontja összeköthető Ω-ban haladó
sima görbével (sőt, törött vonallal is).

13.21. Tétel (Vektormezők (skalár)potenciálja). Legyen Ω ⊂ Rd összefüggő és nyílt halmaz, f : Ω → Rd

folytonos vektormező. Ekkor a következők ekvivalensek:

(1) Minden sima zárt L ⊂ Ω görbére
∮
L
f dr = 0.

(2) Ha a, b ∈ Ω és L1, L2 ⊂ Ω sima görbék a-ból b-be, akkor
∫
L1

f dr =
∫
L2

f dr (az integrál útfüggetlen).
(3) Létezik ϕ : Ω → R folytonosan differenciálható függvény, hogy f = ϕ′ (az f -nek van skalárpotenci-

álja).

Bizonyítás. (1) ⇒ (2): Legyen L1 és L2 két tetszőleges görbe a-ból b-be. Ekkor az L1 ∪ (−L2) zárt
görbe (oda L1-en, vissza L2-n ellentétes irányban). Ezért

0 =

∮
L1∪(−L2)

f dr =

∫
L1

f dr −
∫
L2

f dr =⇒
∫
L1

f dr =

∫
L2

f dr.

(2) ⇒ (3): Rögzítsünk egy a ∈ Ω pontot. Mivel Ω összefüggő, minden x ∈ Ω-hoz létezik L sima
görbe a-ból x-be. Definiáljuk

ϕ(x) =

∫
L

f dr,

ami a (2) feltétel miatt független a görbe választásától. Belátjuk, hogy gradϕ = f .
Legyen h ∈ Rd kicsi, és válasszuk a görbét úgy, hogy az utolsó szakasz egyenes legyen x-től x+ h-ig.

Ekkor

ϕ(x+ h)− ϕ(x) =

∫ x+h

x

f dr = f(x) · h+

∫ x+h

x

(
f − f(x)

)
dr︸ ︷︷ ︸

ε(x)

.
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A második tagra:

ε(x) ≤
∫ x+h

x

max(|f − f(x)|) dr ≤ max |f − f(x)| · |h|

mivel f folytonos. Így
ϕ(x+ h)− ϕ(x) = f(x) · h+ ε(x),

ami definíció szerint azt jelenti, hogy ϕ differenciálható x-ben és gradϕ(x) = f(x).
(3) ⇒ (1): Ha f = gradϕ, akkor a Newton–Leibniz-formula szerint bármely L görbére a-ból b-be:∫

L

f dr = ϕ(b)− ϕ(a).

Speciálisan, ha L zárt (a = b), akkor
∫
L
f dr = 0.

13.22. Tétel. Ha f : Ω → Rd kétszer folytonosan differenciálható és skalárpotenciállal rendelkezik (azaz
f = gradϕ), akkor f ′ (a Jacobi-mátrix) szimmetrikus:

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

(∀i, j).

Bizonyítás. Mivel f = gradϕ, ezért fi =
∂ϕ
∂xi

. Ekkor

∂fi
∂xj

=
∂2ϕ

∂xj∂xi
=

∂2ϕ

∂xi∂xj
=

∂fj
∂xi

.

13.23. Megjegyzés. A szimmetria nem elégséges feltétel. Ha f ′ szimmetrikus, akkor f -nek lehet skalárpo-
tenciálja, de nem biztos, hogy van.

13.24. Példa. f(x, y) =
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
az R2 \ {(0, 0)}-n. Ekkor a Jacobi-mátrix szimmetrikus, de a

zárt x2 + y2 = 1 körön vett integrál:∮
L

f dr =

∫ 2π

0

(− sin t, cos t) · (− sin t, cos t) dt =

∫ 2π

0

(sin2 t+ cos2 t) dt = 2π ̸= 0.

Mivel a zárt görbén vett integrál nem nulla, f -nek nincs skalárpotenciálja.

13.25. Példa. f = (2x+ 2y2, 4xy + 1). Van-e skalárpotenciálja?
A Jacobi-mátrix:

f ′ =

(
2 4y
4y 4x

)
szimmetrikus, így lehet skalárpotenciál. Keressük ϕ-t:

ϕx = 2x+ 2y2 =⇒ ϕ = x2 + 2xy2 + C(y)

ϕy = 4xy + 1 = 4xy + C ′(y) =⇒ C ′(y) = 1 =⇒ C(y) = y

Tehát ϕ(x, y) = x2 + 2xy2 + y.

13.26. Példa. f = (x+ 2y, 3x+ y). f ′ =

(
1 2
3 1

)
nem szimmetrikus, ezért nincs skalárpotenciálja.

13.27. Példa. f = (x+ 2y, 2x− 5y). f ′ =

(
1 2
2 −5

)
szimmetrikus.

ϕx = x+ 2y =⇒ ϕ =
x2

2
+ 2xy + C(y)

ϕy = 2x− 5y = 2x+ C ′(y) =⇒ C ′(y) = −5y =⇒ C(y) = −5

2
y2

ϕ(x, y) =
x2

2
+ 2xy − 5

2
y2
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13.28. Példa. f(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y). A Jacobi-mátrix:

f ′ =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


szimmetrikus. Keressük ϕ-t:

ϕx = y + z =⇒ ϕ = xy + xz + C(y, z)

ϕy = x+ z = x+ Cy =⇒ Cy = z =⇒ C(y, z) = yz +D(z)

ϕz = x+ y = x+ y +D′(z) =⇒ D′(z) = 0 =⇒ D(z) = konstans

ϕ(x, y, z) = xy + xz + yz + konstans

13.1. Állítás. Legyen r = (x, y, z) és r =
√
x2 + y2 + z2. Ekkor grad r =

(
x
r ,

y
r ,

z
r

)
.

Bizonyítás.
∂r

∂x
=

2x

2
√
x2 + y2 + z2

=
x

r
.

És a többi parciális derivált ugyanígy.

13.3. Vektoriális és vegyes szorzat
Legyen a, b ∈ R3.

1. |a× b| = |a| · |b| · sinϑ
2. a× b vektor merőleges a-ra és b-re is.
3. a, b, a× b jobbrendszert alkotnak.
4. |a× b| az a és b vektorok által kifeszített paralelogramma területe.
5. Az a, b, c vektorok által kifeszített parallelepipedon előjeles térfogata:

abc = (a× b) · c = det(a, b, c).

6. abc = 0 ⇐⇒ a, b, c egy síkban vannak.

13.4. Felület paraméterezése, felszín
13.29. Definíció. Legyen A ⊂ R2 paramétertartomány és r = r(u, v) : A → R3, r(A) = F ⊂ R3. Az F
felületet az r(u, v) paraméterezéssel adjuk meg. A paraméterezés sima, ha r folytonos, és A felosztható
véges sok zárt tartományra, ahol r folytonosan differenciálható.

13.30. Megjegyzés. Egy kis felületelem közelítése:

r(u+∆u, v)− r(u, v) ≈ r′u(u, v)∆u, r(u, v +∆v)− r(u, v) ≈ r′v(u, v)∆v.

A felületelem vektora: r′u∆u× r′v∆v = (r′u× r′v)∆u∆v. A felületelem skaláris nagysága: |r′u× r′v|∆u∆v.

13.31. Definíció. Legyen A ⊂ R2, r : A → F ⊂ R3 sima paraméterezése F -nek. Ekkor

(a) F felszíne:

|F | =
∫
F

|r′u × r′v| d(u, v).

(b) Az f : F → R folytonos függvény integrálja az F felületen:∫
F

f |dF | =
∫
F

f(r(u, v)) |r′u × r′v| d(u, v).
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13.32. Példa. Legyen r(u, v) = (u2, 2u cos v, 2u sin v), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ π
2 . Számítsuk ki a felület

felszínét!

ru = (2u, 2 cos v, 2 sin v), rv = (0, −2u sin v, 2u cos v).

ru × rv = det

 i j k
2u 2 cos v 2 sin v
0 −2u sin v 2u cos v

 = (4u, −4u2 cos v, −4u2 sin v).

|ru × rv| =
√
16u2 + 16u4 cos2 v + 16u4 sin2 v =

√
16u2 + 16u4 = 4u

√
1 + u2.

|F | =
∫ π/2

0

∫ 1

0

4u
√
1 + u2 du dv =

∫ π/2

0

dv·
∫ 1

0

4u
√
1 + u2 du =

π

2
·
[
4

3
(1 + u2)3/2

]1
0

=
π

2
·4
3
(2
√
2−1) =

2π

3
(2
√
2−1).

13.33. Példa. Az x2 = 2yz felület 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2 közé eső részének felszíne.
Paraméterezés: r(x, y) = (x, y, x2

2y ), A = [0, 1]× [1, 2].

rx =

(
1, 0,

x

y

)
, ry =

(
0, 1, − x2

2y2

)
.

rx × ry = det

i j k
1 0 x

y

0 1 − x2

2y2

 =

(
−x

y
,

x2

2y2
, 1

)
.

|rx × ry| =

√
x2

y2
+

x4

4y4
+ 1 =

√(
1 +

x2

2y2

)2

= 1 +
x2

2y2
.

|F | =
∫ 2

1

∫ 1

0

(
1 +

x2

2y2

)
dx dy =

∫ 2

1

[
x+

x3

6y2

]1
x=0

dy

=

∫ 2

1

(
1 +

1

6y2

)
dy =

[
y − 1

6y

]2
1

=

(
2− 1

12

)
−
(
1− 1

6

)
= 1− 1

12
+

1

6
= 1 +

1

12
=

13

12
.

13.34. Példa. Egyenes körhenger palástjának felszíne. A henger paraméterezése:

r(u, v) = (R cosu, R sinu, v), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ h.

ru = (−R sinu, R cosu, 0), rv = (0, 0, 1).

ru × rv = det

 i j k
−R sinu R cosu 0

0 0 1

 = (R cosu, R sinu, 0).

|ru × rv| =
√
R2 cos2 u+R2 sin2 u = R.

|F | =
∫ 2π

0

∫ h

0

Rdv du = 2πRh.

13.35. Definíció. Legyen A ⊂ R2, F ⊂ R3, r : A → F sima paraméterezés. Az F felület érintősíkja
az r(u0, v0) ∈ F pontban:

n · (x, y, z) = n · r(u0, v0) ahol n = r′u(u0, v0)× r′v(u0, v0)
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13.36. Példa. r(u, v) = (u cos v, u sin v, u2), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2π. Az érintősík az r
(
1
2 ,

π
3

)
=(

1
4 ,

√
3
4 , 1

4

)
pontban.

ru = (cos v, sin v, 2u), rv = (−u sin v, u cos v, 0).

ru × rv = det

 i j k
cos v sin v 2u

−u sin v u cos v 0

 = (−2u2 cos v, −2u2 sin v, u).

Behelyettesítve u = 1
2 , v = π

3 :

ru × rv =

(
−1

2
cos

π

3
, −1

2
sin

π

3
,
1

2

)
=

(
−1

4
, −

√
3

4
,
1

2

)
.

13.5. Irányított felület
13.37. Definíció. Egy F ⊂ R3 sima felület minden pontjában két egységnyi, a felületre merőleges,
normálvektor létezik. Az F felület irányítása a felületre merőleges egységvektorok folytonosan váltakozó
összessége. A felület irányítható, ha van irányítása.

13.38. Példa (Möbius-szalag). A Möbius-szalag úgy készül, hogy egy téglalap alakú papírcsík két végét
félcsavarás után összeragasztjuk. Az így kapott felület nem irányítható, mert ha egy pontból induló nor-
málvektorral folytonosan körbejárjuk a szalagot, a kiindulási pontba visszaérve a normálvektor ellentétes
irányba mutat.

13.39. Megjegyzés. Ha r′u × r′v ̸= 0, akkor az egyik irányítás:

n =
r′u × r′v
|r′u × r′v|

,

a másik irányítás pedig −n.

13.40. Definíció (Vektormező irányított felület menti integrálja (fluxus)). Legyen F ⊂ R3 sima irányí-
tott felület, r : A → F az irányításnak megfelelő sima paraméterezés, és f : F → R3 folytonos vektormező.
Ekkor f integrálja az F felület mentén:∫

F

f · dF =

∫
A

f(r(u, v)) · (r′u × r′v) d(u, v).

13.41. Megjegyzés. Ha f egy folyadékáramlás sebességvektora, akkor
∫
F
f dF megmutatja, hogy egységnyi

idő alatt az F felületen keresztül mennyi folyadék áramlik az irányításnak megfelelő irányban.

13.42. Példa. Tórusz paraméterezése: először egy körvonal paraméterezése: (R+ r cosu, 0, r sinu). A
tórusz:

r(u, v) =
(
cos v(R+ r cosu), sin v(R+ r cosu), r sinu

)
, u, v ∈ [0, 2π].

13.43. Példa. f(x, y, z) = (xy, xz, yx). Számítsuk ki a fluxust a z = 2 magasságában (0, 0, 2) közép-
pontú, 1 sugarú körlapon, lefelé irányítással (azaz x ≥ 0, y ≥ 0).

Paraméterezés: r(u, v) = (u cos v, u sin v, 2), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ π
2 .

r′u = (cos v, sin v, 0), r′v = (−u sin v, u cos v, 0).

r′u × r′v = det

 i j k
cos v sin v 0

−u sin v u cos v 0

 = (0, 0, u).

Lefelé irányításhoz a normálvektor (0, 0,−u).

f(r(u, v)) = (u2 cos v sin v, 2u cos v, 2u sin v).∫
F

f · dF =

∫ π/2

0

∫ 1

0

(u2 cos v sin v, 2u cos v, 2u sin v) · (0, 0,−u) du dv

=

∫ π/2

0

∫ 1

0

−2u2 sin v du dv =

(∫ 1

0

−2u2 du

)(∫ π/2

0

sin v dv

)
= −2

3
· 1 = −2

3
.
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13.44. Tétel. Legyen L ⊂ R2 irányított zárt görbe, r : [α, β] → L sima, az irányításnak megfelelő,
paraméterezés. Tegyük fel, hogy L egy T ⊂ R2 nyílt halmazt határol a pozitív körüljárási irányban. Ekkor
az L görbére a T -ből kifelé mutató vektor az r(t) pontban:

(ẏ(t),−ẋ(t)).

Bizonyítás. Az irányításnak megfelelő érintő vektor a (ẋ, ẏ), ezt kell a negatív körüljárási irányba forgatni
⇒ (ẏ,−ẋ) lesz az érintő vektor.

13.45. Megjegyzés. Komplex esetben a negatív körüljárási irányba való forgatás egy −i-vel való szorzás,
ekkor (a+ bi) · (−i) = b− ai

13.46. Tétel. Legyen L ⊂ R2 egy egyszerű, zárt, pozitív irányítású görbe, r : [α, β] → L egy sima
paraméterezése, továbbá tegyük fel, hogy L egy T ⊂ R2 nyílt halmaz határa a pozitív körüljárási irányban.

Legyen f : T ∪ L → R folytonosan differenciálható. Ekkor∫
T

f ′
x dt =

∮
L

f n1 |dr| =
∫ β

α

f(x(t), y(t)) ẏ(t) dt,

illetve ∫
T

f ′
y dt =

∮
L

f n2 |dr| = −
∫ β

α

f(x(t), y(t)) ẋ(t) dt,

ahol
n(t) = (n1(t), n2(t)) =

(ẏ(t),−ẋ(t))√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

az L mentén kifelé mutató normális egységvektor.

Bizonyítás. Az alapgondolat a következő.
Tegyük fel először, hogy a tartomány normáltartomány:

T = {(x, y) ∈ R2 : a(y) ≤ x ≤ b(y), c ≤ y ≤ d}.

Ekkor ∫
T

f ′
x dT =

∫ d

c

(
f(b(y), y)− f(a(y), y)

)
dy.

A jobb oldal geometriailag éppen a határgörbe menti integrál.
Valóban,

dy = cosα |dr|,

ahol α a normális és az y tengely által bezárt szög, ezért

dy = n1 |dr|.

A kezdőpontban az orientáció miatt
dy = −n1 |dr|,

így összesítve: ∮
L

f n1 |dr| =
∫ β

α

f(r(t)) ẏ(t) dt.

Mivel
|dr| =

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 dt,

és
n1 =

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

,

ezért
n1 |dr| = ẏ(t) dt.

A második formula teljesen hasonlóan adódik.
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13.47. Megjegyzés. Ha f(x, y) = y, akkor

|T | =
∫
T

1 dT =

∮
L

y n1 |dr| =
∫ β

α

y(t) ẋ(t) dt.

Hasonlóan, ha f(x, y) = x, akkor

|T | = −
∫ β

α

x(t) ẏ(t) dt.

13.48. Tétel (Green-tétel). Legyen L ⊂ R2 pozitív irányítású, egyszerű, zárt görbe r : [α, β] → L egy
sima paraméterezése. Tegyük fel, hogy L egy T ⊂ R2 nyílt halmaz határa (L pozitív orientációja szerint
balról határolja T -t). Legyen f : T ∪ L → R2 folytonosan differenciálható. Ekkor∮

L

f dr =

∫
T

(f ′
2,x − f ′

1,y)dT.

Bizonyítás. Az előző tétel szerint∫
T

(f ′
2,x − f ′

1,y) dT =

∮
L

(f2n1 − f1n2) |dr| =
∮
L

f · (−n2, n1) |dr|.

Mivel
(−n2, n1) =

(ẋ, ẏ)√
ẋ2 + ẏ2

és |dr| =
√

ẋ2 + ẏ2 dt,

Ezért
(−n2, n1) |dr| = (ẋ, ẏ) dt = dr.

Tehát
f · (−n2, n1) |dr| = f · dr,

Amiből ∮
L

f · dr =

∫
T

(f ′
2,x − f ′

1,y) dT

13.49. Példa. A x2 + y2 ≤ 1 körlap területe a Green-tétellel:

|T | =
∮
L

x dy =

∫ 2π

0

cos t · cos t dt =
∫ 2π

0

cos2 t dt = π.

|T | = −
∮
L

y dx = −
∫ 2π

0

sin t · (− sin t) dt =

∫ 2π

0

sin2 t dt = π.

13.50. Példa. Alkalmazzuk a Green-tételt az f(x, y) =
(√

x2 + y2, y
(
xy + ln

(
x+

√
x2 + y2

)))
vek-

tormezőre.

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

= y2 + y ·
1 + x√

x2+y2

x+
√
x2 + y2

− y√
x2 + y2

= y2 +
y2√

x2 + y2
− y√

x2 + y2
.

A tétel értelmében a zárt görbére vett vonalintegrál:∮
L

f dr =

∫
T

y2 d(x, y).

13.51. Példa. Számítsuk ki a
∮
f dr integrált az f = (x+y, y−x) vektormezőre az x2

a2 +
y2

b2 = 1 ellipszis
mentén!

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

= −1− 1 = −2.∮
L

f dr =

∫
x2

a2 + y2

b2
≤1

−2 d(x, y) = −2 · abπ = −2abπ.
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13.52. Példa. Legyen L az x2 + y2 = x körvonal felső fele, csökkenő x irányban, és

f(x, y) = (ex sin y −my, ex cos y −m) .

Ekkor
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

= ex cos y − (ex cos y −m) = m.

A Green-tétel szerint: ∫
L

f dr +

∫ 1

0

f dr =

∫
T

md(x, y) = m · |T | = m · π
8
.

Mivel a [0, 1] szakaszon y = 0, így f1(x, 0) = ex · 0−m · 0 = 0, ezért
∫ 1

0
f dr = 0. Következésképpen∫

L

f dr =
mπ

8
.

14. Newton–Leibniz-formula 3 változóban
14.1. Tétel. Legyen V ⊂ R3 korlátos zárt halmaz, F ⊂ R3 a V határa. Tegyük fel, hogy F felület, a
V -ből kifelé mutató n normálvektorral. Legyen f : V ∪ F → R folytonosan differenciálható. Ekkor∫

V

f ′
x dV =

∫
F

f · n1 |dF |,
∫
V

f ′
y dV =

∫
F

f · n2 |dF |,
∫
V

f ′
z dV =

∫
F

f · n3 |dF |.

Bizonyítás. A bizonyítás a 2 dimenziós esethez hasonlóan történik, például d(y, z) = ±n1 |dF |.

14.1. Vektormező divergenciája és rotációja
14.2. Definíció. Legyen f : R3 → R3 differenciálható vektormező. Ekkor f divergenciája:

div f =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

.

14.3. Megjegyzés. 1. div f a f ′ Jacobi-mátrix nyoma: div f = Tr f ′(x).
2. A divergencia fizikai jelentése: a P0 ∈ R3 pontban egy kis sugarú gömb felületén kifolyó fluxus

(egységnyi idő alatt a gömbből távozó folyadék) a gömb térfogatához viszonyítva.

14.4. Példa. f =
(
xy, ln(x+ y2 + z), y

z

)
.

div f = y +
2y

x+ y2 + z
− y

z2
.

14.5. Definíció. Legyen f : R3 → R3 differenciálható vektormező. Ekkor f rotációja:

rot f =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
.

14.6. Megjegyzés. 1. rot f = 0 akkor és csak akkor, ha f ′ szimmetrikus (azaz f konzervatív).
2. A rotáció fizikai jelentése: a P0 ∈ R3 középponttal rajzolunk egy kis sugarú kört, és megmérjük,

hogy milyen irányban lesz
∮
L
f dr a legnagyobb. Ez az irány a rotáció vektor iránya, a nagysága

pedig
∮
L
f dr

|T | .

14.7. Példa. f =
(
xy, ln(x+ y2 + z), y

z

)
.

rot f =

(
1

z
− 1

x+ y2 + z
, 0,

1

x+ y2 + z
− x

)
.
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14.8. Példa. Legyen r = (x, y, z). Ekkor

div r = 3, rot r = 0.

14.9. Definíció (Nabla operátor).

∇ =

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
.

14.10. Megjegyzés. • Ha f : R3 → R skalármező, akkor ∇f =
(
f ′
x, f

′
y, f

′
z

)
(gradiens).

• Ha f : R3 → R3 vektormező, akkor ∇ · f = div f (divergencia), és ∇× f = rot f (rotáció).

14.2. A divergencia és rotáció azonosságai
14.11. Tétel. Legyen D ⊂ R3 nyílt, u : D → R differenciálható skalármező, és v : D → R3 differenciál-
ható vektormező. Ekkor

(1) div(uv) = gradu · v + u · div v
(2) rot(uv) = gradu× v + u · rot v

Bizonyítás. (1) A divergencia definíciója szerint:

div(uv) =
∂

∂x
(uv1) +

∂

∂y
(uv2) +

∂

∂z
(uv3)

=

(
∂u

∂x
v1 +

∂u

∂y
v2 +

∂u

∂z
v3

)
+ u

(
∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

)
= gradu · v + u · div v.

(2) A rotáció definíciója szerint:

rot(uv) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
uv1 uv2 uv3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
i j k

∂xu ∂yu ∂zu
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣+ u

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = gradu× v + u · rot v.

14.12. Tétel. Legyen u : D → R kétszer differenciálható skalármező, és v : D → R3 kétszer differenci-
álható vektormező. Ekkor

(1) div(rot v) = 0
(2) rot(gradu) = 0
(3) div(gradu) = u′′

xx + u′′
yy + u′′

zz = ∆u (Laplace-operátor)

Formális bizonyítás. 1.
div(rot v) = ∇ · (∇× v) = 0,

mivel a ∇ operátor és a ∇× v vektormező skaláris szorzata formálisan 0-t ad.
2.

rot(gradu) = ∇× (∇u) = 0,

ami formálisan a ∇ operátor önmagával vett vektoriális szorzatának nullát eredményez.

14.13. Megjegyzés. A fenti, operátorokkal végzett "bizonyítás" nem tekinthető teljes értékű matematikai
bizonyításnak, mivel a ∇ operátort formálisan vektorként kezeli. Valójában csak egy emlékeztető arra,
hogy a divergencia és rotáció egymás utáni alkalmazása nullát ad (feltéve, hogy a függvények kétszer
folytonosan differenciálhatók). A precíz bizonyítást a parciális deriváltakkal kell elvégezni.
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Rendes bizonyítás. (1)

rot v =

(
∂v3
∂y

− ∂v2
∂z

,
∂v1
∂z

− ∂v3
∂x

,
∂v2
∂x

− ∂v1
∂y

)
.

Ekkor
div(rot v) =

∂

∂x

(
∂v3
∂y

− ∂v2
∂z

)
+

∂

∂y

(
∂v1
∂z

− ∂v3
∂x

)
+

∂

∂z

(
∂v2
∂x

− ∂v1
∂y

)
=

(
∂2v3
∂x∂y

− ∂2v2
∂x∂z

)
+

(
∂2v1
∂y∂z

− ∂2v3
∂y∂x

)
+

(
∂2v2
∂z∂x

− ∂2v1
∂z∂y

)
= 0.

(2)
gradu = (u′

x, u
′
y, u

′
z).

rot(gradu) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
u′
x u′

y u′
z

∣∣∣∣∣∣ =
(

∂2u

∂y∂z
− ∂2u

∂z∂y
,

∂2u

∂z∂x
− ∂2u

∂x∂z
,

∂2u

∂x∂y
− ∂2u

∂y∂x

)
= 0.

(3)

div(gradu) =
∂

∂x
(u′

x) +
∂

∂y
(u′

y) +
∂

∂z
(u′

z) = u′′
xx + u′′

yy + u′′
zz = ∆u.

14.14. Példa. Legyen r = (x, y, z) és |r| =
√

x2 + y2 + z2 a vektor hossza. Ekkor

grad |r| = r

|r|
.

Vagyis ez a gradiense annak a függvénynek, amely minden vektorhoz a hosszát rendeli.

14.15. Példa. Legyen f : R → R differenciálható. Ekkor

grad f(|r|) = f ′(|r|) · r

|r|
.

14.16. Példa.
grad

(
|r|5
)
= 5|r|4 · r

|r|
.

14.17. Példa. Számítsuk ki a ∆f(|r|) kifejezést!

∆f(|r|) = div(grad f(|r|)) = div

(
r

|r|
· f ′(|r|)

)
.

∆f(|r|) = f ′′(|r|) + 2f ′(|r|)
|r|

.

14.18. Példa.
div
(
|r| · grad ln(|r|3)

)
= div

(
|r| · 3

|r|
· r

|r|

)
= div

(
3

|r|
· r
)
.

= grad

(
3

|r|

)
· r + 3

|r|
div r =

(
− 3

|r|2
· r

|r|

)
· r + 3

|r|
· 3 = − 3

|r|
+

9

|r|
=

6

|r|
.

14.3. Gauss–Osztrogradszkij-tétel
14.19. Tétel (Gauss–Osztrogradszkij-tétel). Legyen U ⊂ R3 nyílt halmaz, f : U → R3 folytonosan
differenciálható vektormező. Legyen F ⊂ U sima határú, zárt felület, amely egy Ω ⊂ U térbeli tartomány
határa, és F irányítása Ω-ból kifelé mutató. Ekkor∫

Ω

div f dΩ =

∫
F

f dF.
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Bizonyítás. A tétel a komponensenkénti Newton–Leibniz-formulákból következik:∫
Ω

∂f1
∂x

dΩ =

∫
F

f1 n1 |dF |,
∫
Ω

∂f2
∂y

dΩ =

∫
F

f2 n2 |dF |,
∫
Ω

∂f3
∂z

dΩ =

∫
F

f3 n3 |dF |.

Ezeket összeadva: ∫
Ω

div f dΩ =

∫
F

(f1n1 + f2n2 + f3n3) |dF | =
∫
F

f · dF,

ahol dF = n |dF |.

14.20. Megjegyzés. A tétel fizikai jelentése:
∫
Ω
div f dΩ az egységnyi idő alatt a Ω térfogatba belépő,∫

F
f dF pedig az F felületen keresztül távozó folyadékmennyiség.

14.21. Példa. Legyen f = (x3, y3, z3), és F az x2 + y2 + z2 = 25 gömb felülete, befelé irányítással.
Ekkor ∫

F

f dF = −
∫
x2+y2+z2≤25

div f dV = −
∫

(3x2 + 3y2 + 3z2) dV.

Gömbi koordinátákban:∫
F

f dF = −3

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 5

0

r2 · r2 sin v dr dv dφ = −6π

∫ 5

0

r4 dr ·
∫ π

0

sin v dv == −12π · 54

14.22. Példa. Legyen f = (x3 + y, y2,−4xz), és F az x2 + y2 + z2 − 4y − 2z + 4 = 0 felület, kifelé
irányítva. Teljes négyzetté kiegészítve:

x2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 1.

A divergencia:
div f = 3x2 + 2y − 4x.

A divergenciatétel szerint:∫
F

f dF =

∫
x2+(y−2)2+(z−1)2≤1

(3x2 + 2y − 4x) dV.

Az x és y − 2 páratlan függvények a középpontos szimmetria miatt integrálja nulla:∫
F

f dF =

∫
(2 · (y − 2) + 4 + 0) dV =

∫
4 dV = 4 · 4π

3
=

16π

3
.

14.4. Stokes-tétel
14.23. Tétel (Stokes-tétel). Legyen D ⊂ R3 nyílt, korlátos halmaz, F ⊂ D irányított sima felület,
melynek határa az irányított zárt L görbe. Tegyük fel, hogy az F felület L-hez közeli pontjaiban az L görbe
a felületi normális mellett jobbsodrásban megy el. Ha f : D → R3 folytonosan differenciálható, akkor∫

F

rot f dF =

∮
L

f dr

Bizonyítás vázlat. Csak arra az esetre bizonyítjuk, ha L görbe az xy-síkba esik, amely a T ⊂ R2 síkidomot
pozitív körüljárásban határolja. Ekkor F és T zárt felület, alkalmazható a Gauss–Osztrogradszkij-tétel:∫

F

rot f dF−
∫
T

rot f dF =

∫
Ω

div(rot f) dV = 0.

Ebből ∫
F

rot f dF =

∫
T

rot f dF =

∫
T

(rot f) · n |dF | =
∫
T

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
d(x, y) =

∮
L

f dr.
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14.24. Megjegyzés. A fenti azért nem rendes bizonyítás, mert megtörténhet, hogy az elején kikötött
feltételek nem teljesülnek, azonban az állítás érvényben marad.

14.25. Példa. Legyen f = (y+z, x+z, x+y), és L az r(t) = (sin t, cos t, 1) görbe, 0 ≤ t ≤ 2π. Legyen
F az L által határolt síkdomb, n = (0, 0,−1). Ekkor∮

L

f dr =

∫
x2+y2≤1

z=1

rot f dF =

∫
x2+y2≤1

−
(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
d(x, y) = 0.

14.26. Példa. Legyen f = (2xy − x, x2 + yz, y − x), L az x2

9 + y2

16 = 1, z = 1 ellipszis. Ekkor∮
L

f dr =

∫
A

rot f dF =

∫
x2

9 + y2

16 ≤1

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
d(x, y).

14.27. Példa. Számítsuk ki az r(t) = (cos3 t, sin3 t), 0 ≤ t ≤ 2π görbe által határolt területet! Válasszuk
f(x, y) = (0, x)-et. Ekkor

|T | =
∮
L

f dr =

∫ 2π

0

f(r(t)) · r′(t) dt =
∫ 2π

0

(0, cos3 t) · (−3 cos2 t sin t, 3 sin2 t cos t) dt.

= 3

∫ 2π

0

cos4 t sin2 t dt = 3

∫ 2π

0

cos4 t(1− cos2 t) dt = 3

∫ 2π

0

(cos4 t− cos6 t) dt.

Felhasználva, hogy
∫ 2π

0
cos4 t dt = 3

4π és
∫ 2π

0
cos6 t dt = 5

8π:

|T | = 3

(
3

4
π − 5

8
π

)
= 3 · 1

8
π =

3

8
π.

14.28. Példa. Legyen f =
(
x+ e−y2

+ sinx, cosx · shx+ y2, 0
)
, F az x2 + y2 = R2 félgömb, z ≥ 0.∫

F

f dF−
∫
x2+y2≤R2

f dF =

∫
Ω

div f dV =

∫
z≥0

(y + 2y + 0) dV =
2

3
R3π.

Az alaplapon:
∫∫

x2+y2≤R2 f dF =
∫∫

n=(0,0,1)
f · n |dF | = 0.

14.5. Függvénygrafikon felszíne

Emlékeztető (Kalkulus 1): f grafikonjának ívhossza:
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

14.29. Tétel. Legyen A ⊂ R2 egy korlátos nyílt halmaz (tartomány), f : A → R folytonosan differenci-
álható függvény. Ekkor f grafikonjának felszíne:

|F | =
∫
A

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

d(x, y).

Bizonyítás. Legyen r(x, y) = (x, y, f(x, y)) a felület paraméterezése. Ekkor

r′x = (1, 0, f ′
x), r′y = (0, 1, f ′

y).

r′x × r′y = det

i j k
1 0 f ′

x

0 1 f ′
y

 = (−f ′
x,−f ′

y, 1).

|r′x × r′y| =
√
1 + (f ′

x)
2 + (f ′

y)
2.

Ezért a felszín
∫
A
|r′x × r′y| d(x, y).
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14.30. Példa. Számítsuk ki a z = x2 + y2 forgási paraboloid z ≤ 4 részének felszínét!
Itt A = {x2 + y2 ≤ 4}, f ′

x = 2x, f ′
y = 2y.

|F | =
∫
x2+y2≤4

√
1 + 4x2 + 4y2 d(x, y).

Polárkoordinátákban:

|F | =
∫ 2

0

∫ 2π

0

√
1 + 4r2 · r dφ dr = 2π

∫ 2

0

r
√
1 + 4r2 dr.

Az integrál:
∫ 2

0
r
√
1 + 4r2 dr =

[
1
12 (1 + 4r2)3/2

]2
0
= 1

12

(
173/2 − 1

)
.

|F | = 2π · 1

12

(
173/2 − 1

)
=

π

6

(
173/2 − 1

)
.

14.31. Példa. Legyen f = (x2 − y, 4z, x2), L a z = 2 és z =
√
x2 + y2 felületek metszésvonala.

Számítsuk ki
∮
L
f dr a Stokes-tétel segítségével!

A metszés:
√
x2 + y2 = 2 =⇒ x2 + y2 = 4, z = 2.

rot f = det

 i j k
∂x ∂y ∂z

x2 − y 4z x2

 = (−4, −2x, 1).

A kúpfelület paraméterezése: r(t, φ) = (2t cosφ, 2t sinφ, 2t), 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π.

r′t = (2 cosφ, 2 sinφ, 2), r′φ = (−2t sinφ, 2t cosφ, 0).

r′t × r′φ = det

 i j k
2 cosφ 2 sinφ 2

−2t sinφ 2t cosφ 0

 = (−4t cosφ, −4t sinφ, 4t).

A Stokes-tétel szerint:∮
L

f dr =

∫
F

rot f · dF =

∫ 1

0

∫ 2π

0

(−4, −4t cosφ, 1) · (−4t cosφ, −4t sinφ, 4t) dφdt.

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
16t cosφ+ 16t2 cosφ sinφ+ 4t

)
dφ dt.

A cosφ és cosφ sinφ integrálja 0 a [0, 2π] intervallumon:∮
L

f dr =

∫ 1

0

∫ 2π

0

4t dφ dt =

∫ 1

0

8πt dt = 8π · 1
2
= 4π.

14.32. Példa. Legyen f = (xz, xy, 3xz), és F a 2x+ y + z = 2 síknak az x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 oktánsba
eső része. Számítsuk ki

∮
L
f dr-t a Stokes-tétel segítségével!

A sík normálvektora: n = (2,1,1)√
6

. A rotáció:

rot f = det

 i j k
∂x ∂y ∂z
xz xy 3xz

 = (0, x− 3x, y) = (0, −2x, y).

A tartomány az xy-síkban: A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2− 2x}.
A Stokes-tétel szerint: ∮

L

f dr =

∫
F

rot f · dF =

∫
F

(rot f) · n |dF |.

Mivel |dF | · n3 = d(x, y) (vetület), és n3 = 1√
6
:∮

L

f dr =

∫
A

(rot f) · n · 1

n3
d(x, y) =

∫
A

(0, −2x, y) · (2, 1, 1) d(x, y).
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=

∫
A

(−2x+ y) d(x, y) =

∫ 1

0

∫ 2−2x

0

(−2x+ y) dy dx.

Belső integrál:
∫ 2−2x

0
(−2x+ y) dy =

[
−2xy + y2

2

]2−2x

0
= −2x(2− 2x) + (2−2x)2

2 .

= −4x+ 4x2 +
4− 8x+ 4x2

2
= −4x+ 4x2 + 2− 4x+ 2x2 = 2− 8x+ 6x2.

Külső integrál:
∫ 1

0
(2− 8x+ 6x2) dx =

[
2x− 4x2 + 2x3

]1
0
= 2− 4 + 2 = 0.

14.33. Példa. Legyen f = (xy, yz, xz), V = [0, 1]3. Számítsuk ki
∫
F
f dF-t a Gauss–Osztrogradszkij-

tétellel, ahol F a kocka határa, kifelé mutató normálissal!∫
F

f dF =

∫
V

div f dV =

∫
V

(y + z + x) dV.

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(x+y+z) dx dy dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
1

2
+ y + z

)
dy dz =

∫ 1

0

(
1

2
+

1

2
+ z

)
dz =

∫ 1

0

(1+z)dz =
3

2
.

Ellenőrizzük az x = 1 lapon: n = (1, 0, 0), dF = (1, 0, 0) dy dz.∫
Fx=1

f dF =

∫ 1

0

∫ 1

0

(xy) dy dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

y dy dz =
1

2
.

Az x = 0 lapon n = (−1, 0, 0), az integrál 0.

14.34. Példa. Legyen f(x, y) =
(
1
3x

2y + 1
3y

3, x
)
, L a T ⊂ R2 síkidom határa. Ekkor∮

L

f dr =

∫
T

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
d(x, y) =

∫
T

(
1− 1

3
x2 − y2

)
d(x, y) < |T |.

14.35. Példa. Legyen L a [0, 1]2 négyzet határa. Számítsuk ki
∮
L
(xy dy − y2 dx)-t!

Legyen f = (−y2, xy). Ekkor∮
L

f dr =

∫
[0,1]2

(
∂(xy)

∂x
− ∂(−y2)

∂y

)
d(x, y) =

∫
[0,1]2

(y + 2y) d(x, y) =

∫
[0,1]2

3y d(x, y) =
3

2
.

14.36. Példa.
∮
L
x3 dy a [0, 1]2 négyzet határán. Legyen f = (0, x3).∮

L

x3 dy =

∫
[0,1]2

3x2 d(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

3x2 dy dx =

∫ 1

0

3x2 dx = 1.

14.37. Példa. Legyen T a 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ sinx tartomány, L a határa. Számítsuk ki
∮
L
(y2 dy +

x2 dy)-t!
Legyen f = (0, x2 + y2).∮

L

f dr =

∫
T

2x d(x, y) =

∫ π

0

∫ sin x

0

2x dy dx =

∫ π

0

2x sinx dx.

Parciális integrálással:
∫
2x sinx dx = 2 sinx− 2x cosx, így a határozott integrál = 2π.

14.38. Példa. Legyen T korlátos síkidom, L sima határával. Ekkor∮
L

x2 dy = 2|T | · x∗,

ahol x∗ a T súlypontjának első koordinátája. Ugyanis:∮
L

x2 dy =

∫
T

2x d(x, y) = 2|T | ·
∫
T
x d(x, y)

|T |
= 2|T | · x∗.
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