TARGYKOVETELMENYEK

Analizis szigorlat informatikusoknak

Kéd: BMETE90AX20
Félév: 2019/20/1 Nyelv: magyar

Vizsgaztatok: Bodrogné Réffy Julia
Szabd Sandor
Szekeres Andras

Szamonkérés: 40 pont 80 perc
feleletvalasztos: 20 darab egyenként 2 pontos
kidolgozandd: nincs
valamint nem kotelez6 szobeli. A feladatok megoldasahoz
szamologep, integral tablazat hasznalhato.
Amennyiben a hallgato a kijavitott zarthelyit a megtekintésre
szant idopontban nem tekinti meg, akkor ezt ugy tekintjuk,
hogy elfogadja a zarthelyi pontszamot, azon késdbb mar nem
lehet modositani.

Az osztalyzat kialakitasa
e az elért pontszam alapjan
0% < p < 40% esetén elégtelen (1),
40% < p< 55% esetén elégseges (2),
55% < p < 70% esetén kdzepes (3),
70% < p< 85% esetén j6 (4),
85% <p esetén jeles (5).

Az elért eredmény bekerll a Neptunba.



Az irasbeli értékelése a fentiek szerint. Az elégtelen (1) és
elégseéges (2) jegy bekerul a Neptunba. Jobb eredmény
esetén lehet valasztani a jegy elfogadasa és a szobeli kozOtt.
A szobelin lehet rontani, legfeljebb elégségesre (2). A
szObelin definiciokat, tételeket kell tudni kimondani.

1.szigorlat: december 9. (hétf6) 8:15 - 10:00 K250
2.szigorlat: december 18. (szerda) 8:15 - 10:00 E306¢cd
3.szigorlat: januar 6. (hétfé) 10:00 - 11:30 E1B
4.szigorlat: januar 13. (hétfé) 10:00 - 11:30 E1B
5.szigorlat: januar 20. (hétf6) 10:00 - 11:30 E1B

Tételek

Analizis 1. témakorébol

1. Komplex szamok, polinomok

Komplex szamok algebrai, trigonometrikus, exponencialis
alakja. Euler-egyenlet. Mlveletek komplex szamokkal.
Komplex szamok konjugaltja, abszolut értéke. Komplex
polinomok. Az algebra alaptétele.

2. Valés szamsorozatok

Valbs szamsorozatok hatarérteke, konvergencia fogalma,
hatarérték egyértelmisége, Cauchy-tulajdonsag, konvergens
sorozat Cauchy és forditva. Végtelenhez tarté sorozatok,
specialis rend6r-elv. Nagysagrendek osszehasonlitasa.
Mdveletek konvergens sorozatokkal (0sszeg, szorzat,
reciprok, hanyados, illetve gyokos kifejezések hatarértéke).
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Veégtelenhez, illetve 0-hoz tartd sorozatok reciprokanak
hatarértéke, korlatos és nullahoz tartd sorozatok szorzatanak
hatarértéke. Nevezetes sorozatok hatarértéke (n“, a", ip,
n, (1 + ’Z‘)" , renddr-elv. Konvergens sorozat korlatos.

Monoton és korlatos sorozat konvergens.
Bolzano—Weierstrass kivalasztasi tétel. Teljes indukcio és
alkalmazasa rekurziv sorozatok konvergenciajanak
meghatarozasahoz. Sorozat torlédasi pontjai, limesz
szuperior, limesz inferior.

3. Fuggvények hatarértéke, folytonossaga, elemi
fuggvények

Fliggvények pontbeli hatarértéke, folytonossaga. Atviteli elv.
Muveletek hatarértékkel (0sszeg, szorzat, hanyados).
Szakadasi helyek osztalyozasa. Nevezetes hatarértékek (pl.

lim S”;ﬁ =1). Elemi fuggvények (polinomok, hatvany-,

x—0

trigonometrikus, exponencialis, hiperbolikus fuggvények és
inverzeik.) folytonossaga. Osszeg-, szorzat-, reciprok-,
hanyadosfuggveény, 0sszetett fuggveény, inverz fuggveny
folytonossaga. Kompakt halmazon folytonos fuggvényekre
vonatkozo tételek (Bolzano-tétel, Weierstrass I. és Il. tétele)
és kovetkezményeik. Inverz fuggveény definicidja, l1étezése,
trigonometrikus fuggvények inverzei, hiperbolikus figgvények
és inverzeik. Egyenletes folytonossag, Heine-tétele.

4. Valés fuggvények differencialszamitasa
Differencialnanyados fogalma, differencialhatosag szukséges
€s szukséges és elégseges feltétele, kapcsolat az érintd
egyenessel. Differencialasi szabalyok (0sszeg, szorzat,
reciprok, hanyados, kompozicio, inverz derivaltja).
Magasabbrend( derivaltak. Elemi fuggvények
(hatvanyfuggveények, exponencialis, trigonometrikus,
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hiperbolikus fuggvények és inverzeik) derivaltjai.

5. A differencialszamitas alkalmazasai

Erinté egyenes egyenlete. Lokalis szélséérték fogalma,
kapcsolata a derivalttal (szukséges feltétel, elegséges
feltétel). Rolle-tétel, Lagrange-tétel. Integralszamitas |.
alaptétele. L’'Hospital-szabaly. Intervallumon folytonos
fuggvények tulajdonsagai (monotonitas, konvexitas, inflexiod),
kapcsolat a derivaltakkal. Implicit megadasu fuggvények
derivalasa, paraméteres megadasu gorbek.
Fuggvenyvizsgalat |épései, abszolut szélsGertekek
meghatarozasa.

6. Primitiv fuggvény

Primitiv flggvény. Elemi fuggvények primitiv fuggvénye,
derivalasi szabalyok kovetkezményei a primitiv fuggvényre.
Integralasi modszerek (helyettesités, parcialis integralas,
racionalis tortflggvények integralasa).

7. Hatarozott integral és alkalmazasai

Also- és felsd kozelité dsszegek, finomodo felosztasok,
hatarozott integral, Riemann-integralhatésag, oszcillacios
osszeg. Newton—Leibniz tétel. Az integralszamitas
kozépértéktétele, Riemann-integralhato figgvény abszolut
ertéke. Integralfliggveény, az integralszamitas masodik
alaptétele. Improprius integral. Gorbék ivhossza, forgastestek
felszine, térfogata.

Analizis 2. témakorébol

8. Differencialegyenletek (d.e.) bevezetése, elsérendii
d.e.-ek
Differencialegyenlet fogalma, osztalyozasuk. Megoldas,
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altalanos megoldas, partikularis megoldas,
kezdetierték-feladat. Szétvalaszthato valtozoju d.e.-ek
megoldasa. Els6rendu linearis d.e.-ek. Az els6rendi
homogeén linearis d.e.-ek megoldasai 1 dimenzios vektorteret
alkotnak. Els6rendl inhomogén linearis d.e. altalanos
megoldasanak alakja (két inhomogén megoldas kulonbsége
megoldasa a megfelel6 homogén egyenletnek). Az allando
varidlasanak madszere. Uj valtozé bevezetése (spec.: u = y/x
és u = ax + by). Iranymez6, izoklina. Partikularis megoldas
lokalis vizsgalata a d.e.- hez tartozo iranymez6ben, az
izoklinak mdodszere. A d.e. megoldasait kozelitd
Taylor-polinomok szamolasa.

9. Magasabbrendii linearis d.e.-ek

Linearis d.e. fogalma. (Allandé/fliggvény-egyiitthatos,
homogén/inhomogén.) Az n-edrendi homogén linearis
differencialegyenlet megoldasai n-dimenzids vektorteret
alkotnak. Az n-edrend(l homogeén linearis, konstans
egyltthatos differencialegyenletnek létezik ¢ alaku
megoldasa. Karakterisztikus polinom. Az altalanos megoldas
alakja. Wronski-determinans. A homogeén egyenlet
megoldasai linearis fuggetlenségének eldontése a
Wronski-determinans segitségével. Az n-edrendl inhomogeén
linearis differencialegyenlet altalanos megoldasanak alakja.
Két inhomogén megoldas kulonbsége megoldasa a megfeleld
homogén egyenletnek. Az n-edrendl inhomogén linearis d.e.
partikularis megoldasanak keresése specialis jobb oldali input
fuggvény esetéen probafuggvennyel.

10. Linearis rekurzié

Linearis rekurzi6 fogalma, alakja. A k-adrendu linearis
rekurzidval generalt sorozatok k-dimenzids vektorteret
alkotnak. Megoldas keresése (karakterisztikus-egyenlet).
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Bazis megadasa egy adott linearis rekurziot kielégitd
sorozatok terében. A sorozat els6 k eleme egyeérteimlen
meghatarozza a sorozatot. A Fibonacci-sorozat és annak
explicit alakja.

11. Numerikus sorok
Numerikus sor fogalma. Konvergencia, divergencia,
numerikus sor 0sszege. A harmonikus sor divergens.
Végtelen mértani sor 0sszege. Sorok 0sszege és
konstansszorosa. Cauchy-kritérium, mint a sorok
konvergenciajanak szukséges és elégséges feltétele. A
konvergencia szukséges feltétele (a, — 0). Leibniz-kritérium
valtakozo el6jelt sorokra, hibabecslés. Abszolut konvergencia
és kapcsolata a konvergenciaval. Konvergencia-kritériumok
pozitiv tagu sorokra: majorans- €s minorans kritériumok,
hanyados- és gyokkritérium, ezek hatarértékes alakja, integral
0

Kritérium. A ), kL sor konvergenciajanak feltétele.
k=1

12. Fuggvénysorozatok, fuggvénysorok

FlUggveénysorozat fogalma, konvergencia-tartomanya.
Egyenletes konvergencia fogalma. Az egyenletes
konvergencia kovetkezménye a hatarértékre,
derivalhatdsagra és integralhatésagra. Fuggvénysor fogalma,
konvergencia tartomanya. Egyenletes konvergencia. Cauchy
kritérium fluggveénysorokra. Weierstrass-kritérium
flggvénysorokra az egyenletes és abszolut konvergencia
biztositasara. Az egyenletes konvergencia kovetkezménye a
hatarertékre, az integralhatésagra és a derivalhatdésagra
vonatkozoan.

13. Hatvanysorok
Hatvanysor fogalma, konvergenciaja. Egy adott pontban
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konvergens ill. divergens hatvanysor tulajdonsagai.
Konvergencia tartomany fogalma, alakja. Konvergencia
sugar. Konvergencia sugar meghatarozasa hanyados- és
gyokkritériummal. Hatvanysor abszolut és egyenletes
konvergenciaja. Hatvanysor 0sszegfliggvényének
folytonossaga. Hatvanysor 6sszegfuggvényének integralja.
Hatvanysor tagonkénti derivalasaval nyert sor konvergencia
sugara. Hatvanysor 0sszegfuggvenyének derivalhatosaga, a
derivalt hatvanysora. Egy fuggvényt az x, pontban n-ed
rendben érintd, legfeljebb n-ed foku polinom egyértelmisége
(Taylor-polinom). Taylor-sor fogalma. Lagrange-féle
maradektag alakja. Elégséges feltétel arra, hogy egy
fuggvény Taylor-sora megegyezzen a fuggvénnyel. A
hatvanysor alak egyértelmisége. A geometriai sorbadl
levezethetd Taylor-sorok. Az In(1 + x), arctan x fUggveények
megegyeznek a Taylor soraikkal a (-1, 1)-en. Az €*, sin X,
cosS x, sh x és a ch x figgvény megegyezik a Taylor-soraval
(—,)-en. Binomialis sor, 0sszegfuggvenye és
konvergenciasugara. Az f(x) = arcsin x fuggvény megegyezik
a Taylor-soraval a (-1, 1)-on. Alkalmazasok: fuggvényeérték
kozelitd ertékének szamolasa, a hiba becslése, hatarérték
meghatarozasa.

14. Tobbvaltozés fuggvények hatarértéke és derivalasa
Tobbvaltozés fuggvenyek értelmezése, grafikon,
szemléltetésuk. Tavolsag, kornyezet fogalma; belsé-, kuls6-,
hatarpont, torlodasi pont, zart és nyilt halmazok, kompakt
halmaz, korlatos halmaz. Pontsorozat és konvergenciaja.
Tobbvaltozos fuggvenyek hatarértéke és folytonossaga. Ezek
atviteli-elves megfogalmazasa. Miveletek és a folytonossag
kapcsolata, 0sszetett figgveny folytonossaga. Parcialis
derivalt fogalma. A totalis derivalt, gradiens vektor. A totalis
derivalt |étezésének szukséges feltételei. Egy elégséges

7



feltétel.

15. A derivalas alkalmazasai

Totalisan derivalhato fuggvény érint6sikja, teljes differencialja,
iranymenti derivalt és kiszamitasa. Gradiens vektor
tulajdonsagai. Melyik iranyban legnagyobb ill. legkisebb az
iranymenti derivalt és mekkora? Magasabb rendi parcialis
derivaltak. Young-tétel. Lokalis széls6érték definicidja,
szUkseéges feltétele parcialisan derivalhato fuggvény esetén.
A lokalis szélsbérték elégseges feltétele kétvaltozos
fuggvényekre, Hesse-matrix. Abszolut szélsbérték fogalma,
meghatarozasa, Weierstrass-tétel. Osszetett figgvény
derivalasa.

16. Tobbvaltozés fuggvények integralasa

Integralas téglalapon. Az integral értelmezése. Kiszamitasa a
Fubini-tétellel. EIégséges feltétel az integral létezéseére.
Fubini-tétel specialis esete f(x, y) = g(x)h(y) alaku
fuggvényekre. Az integral értelmezése tetszdleges korlatos
halmazon. Normal tartomanyok és az integral kiszamitasa
normal tartomanyon. Kettds integral transzformacioja. Sikbeli
polar koordinatarendszer, és Jacobi-determinansa. Harmas
integral kiszamitasa téglatesten, normal tartomanyon és
helyettesitéssel (gombi ill. hengerkoordinatak, és Jacobi
determinansuk).

17. Fourier-sor és Fourier-transzformacié

A trigonometrikus rendszer ortogonalitasa, linearis
flggetlensége, teljessége. Az egyenletesen konvergens
trigonometrikus sor egyutthatoinak egyertelmisége.
(Kapcsolat az 0sszegfliggvény és az egyutthatok kozott.) A
Fourier-egyutthatok kiszamitasa. Osszeg, konstansszoros
Fourier-sora. Paros és paratlan fuggvény Fourier sora.
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Elégséges feltétel Fourier-sor egyenletes konvergenciajara.
Dirichlet-tétel (Fourier-sor pontonkénti konvergenciaja.)
FlUggvények Fourier-transzformaltja.

Budapest, 2019. szeptember 2.
Dr. Szabé Sandor
egyetemi adjunktus



