Numerikus moédszerek II. zarthelyi dolgozat, A., Megoldasok
(2017/18. L.)

20 1 1
1. FELADAT. (2+2+2p) Tekintsiik az A= | 1 —10 2 | madtrixot!
1 2 5
Mutassuk meg, hogy a hatvanymoddszer alkalmazhaté az A méatrixra! Lép-
jiink egy 1épést a mddszerrel az Xy = [100,4, 7] vektorrdl indulva, majd
adjunk becslést a legnagyobb abszolat értékl sajatértékre, és a hozza tar-
tozd sajatvektorral

Megoldas: A matrix szimmetrikus. A Gersgorin-tétel szerint a harom
valés sajatérték rendre az alabbi intervallumokban helyezkedik el: [-13,-7],
2,8], [18,22]. [gy a legnagyobb abszolit értékil sajatérték valéban egysze-
resen dominans.

Egy 1épéshez elegend6 az X; = AXy = [2011, 74, 143]T szorzést elvégezni,
ami mar eleve egy kozelitése a dominans sajatértékhez tartozé sajatvektor-

nak. A dominans sajatérték kozelitése Rayleigh-hanyadossal adhaté meg:
(xTA%)/(xI%;) = 20.1091.

2. FELADAT. (24+441p) Az f(x) = x — e fiiggvény [0, 2] intervallum-
ba es6 zérushelyét szeretnénk meghatarozni. Mutassuk meg, hogy ponto-
san egy zérushely van ebben az intervallumban! Ezutan lépjink annyit
az intervallumfelezési mdodszerrel, mig a kapott iteraciés 1épésrol inditva a
Newton-modszer mar a zérushelyhez monoton médon konvergald sorozatot
allit el6! Lépjink a Newton-modszerrel is egyet, és adjunk becslést arra,
hogy a kapott érték maximum milyen messze van a zérushelytol!

Megoldas: f'(x) = 1+e™* > 0, azaz a fliggvény szigorian monoton névo
R-en. f(0) < 0 és f(2) > 0, igy a [0,2] intervallumban valéban pontosan
egy zérushely van. f’(x) = —e™® < 0, igy olyan helyrél kell inditani a
Newton-mddszert, ahol a fliggvényérték negativ (ezek a pontok a monoto-
nitas miatt a zérushelytél balra helyezkednek el). Innét mar monoton lesz a
konvergencia, mert a derivaltak nem valtanak elojelet. Ezek szerint tehat
addig kell 1épni az intervallumfelezési mdodszerrel, mig az iteracios 1épés
negativ fliggvényértékii helyet ad, majd abbdl a pontbdl kell egy lépést
elvégezni a Newton-modszerrel.

Az intervallumfelezési médszerrel: Kezd6 intervallum [0,2], zg = 1, f(z) >
0. Az 4j intervallum [0,1], 2y = 1/2, f(z1) < 0, azaz innét mar indithaté a
Newton-mddszer. Ezzel 1épiink egyet: 9 = x1 — f(x1)/f (1) = 0.5663.
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modon becsiilhetjiik.

3. FELADAT. (2+2+3p) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb fokszamu p(z)
polinomot ill. ¢(z) 2m-periodikus trigonometrikus polinomot, melyek gra-
fikonja Gsszekdti a (0,1), (27/3,0), (47/3,0) és (27w, 1) pontokat! Adjunk
felsé becslést a max,c(o on [p(7) — t(2)| értékre!

Megoldas: 4 pontra egy legfeljebb harmadfokt polinom illesztheto egyér-
telmlien. Ez megadhaté Lagrange vagy Newton mddszerével. A Lagrange
az egyszeribb most.

(2 — 21/3)(w — 4n/3)(x — 27) . (2 —0)(x — 27/3)(x — 4/3)

P =0 2n/3)(0— 4n/3)(0—2m) | (3r — 0)(2r — 27/3) (27 — 4x/3)

(A tobbi Lagrange-féle alappolinom nulldval szorzédik, emiatt nem lettek
kiirva.)

A trigonometrikus polinom illesztésénél csak az elsé harom pontot kell
figyelembe venni. A 27-periodikussdg miatt a polinom &at fog menni a ne-
gyedik ponton is. Egy elsofokui trigonometrikus polinom fog interpolélni.
Az egytitthatok a tanult médszerrel szamolhatok: ¢(x) = 1/3 4 2 cos(x)/3.

A két fliggvény maximalis eltérése ugy szamolhatd, hogy észrevessziik,
hogy p(x) tulajdonképpen a t(z) fiiggvényt interpolélja a megadott 4 pont-
ban. fgy az interpoldcids hibara kell becslést adni n = 3 (4 pont van, me-

lyek h = 27 /3 tavolsagra vannak egymdstdl) és f(x) = t(x) vélasztassal.
A tanult képlet alapjan:

Myh*  (2/3)(27/3)*
¢ < —
[max |p(z) —tz)] < =5 16
Itt My = 2/3 a t(z) polinom negyedik derivéltja abszolut értékének egy

becslése.

4. FELADAT. (6p) A (0,0), (1,1), (2, 3) pontokhoz tartozé szakaszonként
harmadfoki természetes spline-interpolaciés fliggvény meghatarozasakor
az alappontokbeli derivaltakra az aldbbi értékek addodtak: dy = 3/4, dy =
3/2, do = 9/4! Adjuk meg az interpolaciés fiiggvény [1,2] intervallumon
érvényes képletét!

= 0.8017.

Megoldas: Az interpolacio fiiggvény adott intervallumra vonatkozé képelte
Hermite—Fejér-interpolacioval hatarozhatoé meg:
3 1 1
s(z)=1+=(z—1)+=(x—1)2*—=(z—1)*(z —2).
2 2 4
5. FELADAT. (3+4p) Szamitsuk ki az f_ll e’ /v 1 — z? dx integral kozelité-
sét kétféle médon: osszetett érintoformulaval 4 osztointervallumot hasznal-
va, ill. a kétpontos Gauss—Csebisev-formulaval (a kvadraturasulyok:
7/2,7/2)! (T4jékoztatasul: a pontos integral 3.9775.)



Megoldas: Legyen f(z) = e" és g(x) = e*/+/1 — x2. Az integral ekkor az
osszetett érintoformulaval az alabbi mdédon kozelitheto:

I~1/2-(9(=3/4) + g(—1/4) + g(1/4) + g(3/4)) = 3.0226.

A Gauss—Csebisev-féle kozelitéshez sziikségiink van a masodfoki Csebisev-
polinom két zérushelyére. Ezek: co = —1/v/2 és ¢; = 1//2. Igy a kozelités:

I~ (7)2) - (f(co) + flc1)) = 3.9603.

Fontos, hogy az els6 kozelitésben a ¢ fiiggvény értékei a masodikban
pedig az f fiiggvény értékei szerepelnek.

6. FELADAT. (5+1+1p) Az v = (1 + 2?)y, y(0) = 1 kezdetiérték-
feladatot oldjuk meg az implicit Euler-médszerrel a [0, 0.2] intervallumon.
Hatérozzuk meg a megoldas kozelito értékét a h = 0.1 1épéstavolsagot
hasznalva az x = 0.2 pontban, és adjuk meg a kozelités hibajat, ha tud-
juk, hogy a pontos megoldas y(z) = exp(x + 2°/3)! Kb. mekkora hibdra
szamithatnank, ha a h = 0.05 1épéstavolsdgot hasznalnank?

Megoldas: Az implicit Euler-médszer képlete yi1 = yp +hf(Tra1, Ypr1)-
Az adott differencidlegyenletre alkalmazva i1 = yx + h(1 + 27 1) Ykt

ahonnét
Yk

1—h(l+ai,,)
A kezdeti érték miatt zp = 0, y(0) = 1, és a h = 0.1 1épéstdvolsaggal
szdmolva a fenti képletbdl kapjuk, hogy y; = 30/(1—0.1(1+0.1%)) = 1.1123,
majd hasonldéan y, = 1.2415. Az intervallum végpontjaban a hiba 0.0168.
Feleekkora 1épéstavolsaggal kb. feleekkora hibéat varunk, azaz 0.0084-et (a
tényleges 0.0079, de ezt nem kellett kiszdmolni).

Yk+1 =



Numerikus moédszerek II. zarthelyi dolgozat, B., Megoldas
(2017/18. 1.)

20 2 2
1. FELADAT. (2+2+2p) Tekintsikk az A= | 2 —10 1 | matrixot!
2 1 5

Mutassuk meg, hogy a hatvanymddszer alkalmazhaté az A maéatrixra! Lép-
jiink egy 1épést a médszerrel az Xy = [100, 7, 13]7 vektorrdl indulva, majd
adjunk becslést a legnagyobb abszolat értékl sajatértékre, és a hozza tar-
tozo sajatvektorra!

Megoldas: A matrix szimmetrikus. A Gersgorin-tétel szerint a harom
valds sajatérték rendre az alabbi intervallumokban helyezkedik el: [-13,-7],
2,8], [16,24]. [gy a legnagyobb abszolit értékil sajatérték valéban egysze-
resen dominans.

Egy 1épéshez elegendd az X; = AX, = [2040, 143, 272]7 szorzést elvégezni,
ami mar eleve egy kozelitése a dominans sajatértékhez tartozo sajatvektor-
nak. A dominans sajatérték kozelitése Rayleigh-hédnyadossal adhaté meg:
(xTAX,) /(X)) = 20.4091.

2. FELADAT. (2+4+1p) Az f(x) = €" + x fiiggvény [—2,0] interval-
lumba eso zérushelyét szeretnénk meghatarozni. Mutassuk meg, hogy pon-
tosan egy zérushely van ebben az intervallumban! Ezutan lépjiink annyit
az intervallumfelezési modszerrel, mig a kapott iteracids 1épésrol inditva a
Newton-modszer mar a zérushelyhez monoton médon konvergalé sorozatot
allit el6! Lépjink a Newton-modszerrel is egyet, és adjunk becslést arra,
hogy a kapott érték maximum milyen messze van a zérushelytol!

Megoldas: f'(z) = e+ 1 > 0, azaz a fiiggvény szigorian monoton névo
R-en. f(—2) < 0és f(0) > 0, igy a [-2,0] intervallumban valéban pontosan
egy zérushely van. f”(x) = e* > 0, igy olyan helyrél kell inditani a Newton-
modszert, ahol a fliggvényérték pozitiv (ezek a pontok a monotonitas miatt
a zérushelytdl jobbra helyezkednek el). Innét mar monoton lesz a konver-
gencia, mert a derivaltak nem valtanak el6jelet. Ezek szerint tehat addig
kell 1épni az intervallumfelezési modszerrel, mig az iteracios 1épés pozitiv
fuggvényértékii helyet ad, majd abbol a pontbdl kell egy 1épést elvégezni a
Newton-modszerrel.

Az intervallumfelezési mddszerrel: Kezd6 intervallum [-2,0], zyp = —1,
f(zo) < 0. Az 4j intervallum [-1,0], x; = —1/2, f(z1) > 0, azaz innét mar

indithaté a Newton-mddszer. Ezzel 1épiink egyet: xo = z1 — f(x1)/f' (1) =
—0.5663.
Az |xy — a*] tdvolsagot a

‘I’Q . l’*’ < f(xQ) < f(x2)

: = 9.5366 x 10~*
T omingepe ) (@) T 1+ 1/e




modon becsiilhetjiik.

3. FELADAT. (2+2+3p) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb fokszamu p(z)
polinomot ill. ¢(z) 2m-periodikus trigonometrikus polinomot, melyek gra-
fikonja Gsszekdti a (0,0), (27/3,1), (47/3,1) és (27, 0) pontokat! Adjunk
felsé becslést a max,c(o on [p(7) — t(2)| értékre!

Megoldas: 4 pontra egy legfeljebb harmadfokt polinom illesztheto egyér-
telmlien. Ez megadhaté Lagrange vagy Newton mddszerével. A Lagrange
az egyszeribb most.

(x —0)(z — 47 /3)(x — 27)
(27/3 —0)(27/3 — 47 /3)(27/3 — 2m)
(x —0)(x — 27/3)(z — 2m)
(4w /3 — 0)(47 /3 — 27 /3) (47 /3 — 27)
(A tobbi Lagrange-féle alappolinom nulldval szorzédik, emiatt nem lettek
kifrva.)

A trigonometrikus polinom illesztésénél csak az elsé harom pontot kell
figyelembe venni. A 27-periodikussag miatt a polinom at fog menni a ne-
gyedik ponton is. Egy elsofokui trigonometrikus polinom fog interpoldlni.
Az egyiitthatok a tanult médszerrel szamolhatok: t(x) = 2/3 — 2 cos(z)/3.

A két fliggvény maximalis eltérése ugy szamolhatd, hogy észrevessziik,
hogy p(x) tulajdonképpen a t(z) fliggvényt interpolélja a megadott 4 pont-
ban. fgy az interpolaciés hibara kell becslést adni n = 3 (4 pont van, me-
lyek h = 27 /3 tavolsdgra vannak egymastdl) és f(x) = t(x) valasztassal.
A tanult képlet alapjan:

p(z) =1

1-

Mypt o (2/3)(27/3)*
¢ < —
ax Ip(z) = t2)] = = 16
Itt My = 2/3 a t(z) polinom negyedik derivéltja abszolut értékének egy
becslése.

4. FELADAT. (6p) A (0,0), (1,1), (2, 3) pontokhoz tartozé szakaszonként
harmadfoki természetes spline-interpolaciés fliggvény meghatarozasakor
az alappontokbeli derivaltakra az alabbi értékek adédtak: dy = 3/4, dy =
3/2, do = 9/4! Adjuk meg az interpolaciés fiiggvény [0, 1] intervallumon
érvényes képletét!

= 0.8017.

Megoldas: Az interpolacio fliggvény adott intervallumra vonatkozé képelte
Hermite—Fejér-interpolacioval hatarozhaté meg:
3 1 1
s(z) = i Zaz2 - ZJZQ(:E —1).
5. FELADAT. (3+4p) Szamitsuk ki az fjl sin(z+1)/v1 — 22 dz integral
kozelitését kétféle modon: Osszetett érintoformulaval 3 osztéintervallumot



hasznalva, ill. a hdrompontos Gauss—Csebisev-formulaval (a kvadratira-

sulyok: /3, 7/3,7/3)! (T4jékoztatasul: a pontos integral 2.0228.)
Megoldas: Legyen f(x) = sin(z 4+ 1) és g(z) = sin(x + 1)/v/1 — 2. Az

integral ekkor az Osszetett érint6formulaval az alabbi moédon kozelitheto:

I ~2/3-(9(=2/3) + g(0) + g(2/3)) = 1.7440.

A Gauss—Csebisev-féle kozelitéshez sziikségiink van a harmadfoki Csebi-
sev-polinom hérom zérushelyére. Ezek: ¢g = —v/3 /2,c1 =06scy = -3 /2.
Igy a kozelités:

[~ (/3)- (flco) + flcr) + f(cz)) = 2.0230.

Fontos, hogy az els6 kozelitésben a ¢ fiiggvény értékei a masodikban
pedig az f fiiggvény értékei szerepelnek.

6. FELADAT. (54+1+41p) Az y' = (1+2)y, y(0) = 1 kezdetiérték-feladatot
oldjuk meg az implicit Euler-mdédszerrel a [0, 0.4] intervallumon. Hatérozzuk
meg a megoldas kozelito értékét a h = 0.2 1épéstavolsagot hasznalva az
x = 0.4 pontban, és adjuk meg a kozelités hibajat, ha tudjuk, hogy a pon-
tos megoldds y(x) = exp(z + 22/2)! Kb. mekkora hibara szdmithatnank,
ha a h = 0.05 1épéstavolsagot hasznalnank?

Megoldas: Az implicit Euler-médszer képlete yi11 = yp +hf(Tra1, Ypr1)-
Az adott differencidlegyenletre alkalmazva yri1 = yr + A(1 + Zpi1)Yrat,

ahonnét
Yk

1— h(l + ka)'

A kezdeti érték miatt xop = 0, y(0) = 1, és a h = 0.2 Iépéstavolsdggal
szédmolva a fenti képletbdl kapjuk, hogy y1 = yo/(1 — 0.2(1 + 0.2)) =
1.3158, majd hasonléan yo = 1.8275. Az intervallum végpontjaban a hiba
0.2114. Negyed ekkora lépéstavolsaggal kb. negyed ekkora hibat varunk,
azaz 0.0529-et (a tényleges 0.0422, de ezt nem kellett kiszamolni).

Yk+1 =



